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[Te livre s'sâresse aux élèves du lycée, aux étuiiants 
ct aux professeurs. Il contient 140 problèmes originaux publiés 
par l'auteur dans les revues scientifiques. Les problèmes sont 
utiles pour préparer les concours : les examens, les olympiades 
mathémtiques. Beaucoup d'etiz ont un caractère généralise. 


Pour chaque problème on éonne une solution détaillée. 
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4.4, Quitre équircs de footfall : A, B, C ot D ont participé « un 
tournoi. Le classerent final n'a pas été entièrement gréé, les chiffres 
essuyés étant indiqués nar des étoiles (clisserent, équive, nombre des 
matchs joués, des victoires, des matchs ml, des défaites, buts rarqués, 
buts anciissés, nombre des roi nt ramés) t 


1. À 3 “++ 5-2 6 
24 B * #* #2 3 —3 * 
3, c 3 + * 4 * * 
4. D 3 # # + 1-4 + 


Les écuires ont été éévartigées par les critères connus du football, 
et le classoment Slaboré Ce mame, 


a) Corvléter le classorent, 


b) Trourer le résultats de tous les matchs disputés 


SOLUTION : 


a) L'équipe A a joué 3 matchs, donc À a joué aussi contre B. De même 
pour C et D. D'où, B a joué 3 mtchs, À a 6 points en 3 matchs, donc 
À a gagné tous les matchs, c'est-à-dire 4 a 3 victoires, zéro matdh 
nul et zéro défaite. Ba 2 défaites, mis B occupe la deuxième place. 
Il en résulte que le troisième mitch de B est une victoire, parque que ! 


si ce mtch est nul, alors C et D auront ensemble 6,2 — (6 + 1) = 5 points 
et donc au moins l'une d'elles aura plus de points que B. Ainsi Ba 

2 pointse 

C et D ont ensemble 6,2 — (6 + 2) = 4 points. D'où C et D ont tout les 
deux Z points, puisqu'autrement il en résu!terait qu'au moins l'une de 

C et D aurait plus que B. 

Donc 5 à une victoire, zéro - 1tch nul et 2 défaites. De même pour D, 

(C et Dne peuvent pas obtenir les 2 points de deux matchs nuls, parce 
que À et B n'ont aucun match nul) C a encaissé 

(5 #3 #4 +1) - (2 + 3 # 4)2 4 buts. Le classement complet est : 


dE, À 300 Ste e 6 
Pt Bu S L:0"2 3 - 3 2 
3. C 3 102 4-4 2 
AS D 3 102 dat 2 


On sait que dans un classement, la somme des buts marqués par toutes 
les équipes est égale à la somme des buts encaissés par toutes les 
équipes, 

b) On détermine les pronostics des matchs. 


À à 3 victoires, donc A -B=1, A-C=1l, A-D= 1, 


TT 


Bet C ont le même nombre de points, la meme différonce entre les 
buts marqués et les buts encaissés, le meme nombre de victoires, 

mais B occupe une place supérieure à C, il en résulte que B= Cl, 
d'où B-D=2, puis C-D= 1. : 

D a marqué un seul but et a une seule victoire, donc B - D = O - 1, 

A a 3 victoires, 5 buts marqués et 2 buts encaissés; la différence 
est 5 — 2 = 3. Alors À a eu les résultats 3 1-0, 1-0, 3 - 2 ou 
1-0, 2-1, 2 - 1. Comm À - D = 1 et Da marqué son seul but contre 
B, il en résulte : À - D = 1 - 0, d'où l'on tire C-D=3-0. 


La situationest: 


Ts 4 2 200 4 — 2 4 
2. B 2 LOL Je 2 
3. C 2 002 1-4 0 


avec les pronostics antérieurs. 


A peut avoir les résultats : 1 - 0, 3-2ou2-1,2- 1. On observe 
qu'on ne peut avoir ni le résultat À - B= 3 - 2, puisque B n'a 
enregistré que 2 buts, ni A -B= 3-2, puisque C ne peut 
plus marquer qu'un but. Donc, il reste l'alternative 2 — 1, 2 - 1l; 
d'ûâk-B=?2-1, A-C-92-1et on obtient B-C= 2-0. 1es 
résultats exacts sont : 


ape es 
"B-D=0-1, C-D 


D = 1, A=D=1l- O0: B-C=2—0: 
3 — 0. 


so 


4.2. À la fin d'un tournoi de fottball entre les équipes À .,, 8 - 


C3», D le classement était le suivant : # 
1. A 3 201 2 —1 4 
2. B 3 201 2 — 1 4 
3. € 3 111 4-4 3 
4x D 3 O0 12 3-5 1 


Les critères qui ont départagé les équipes étant ! 


a) le nombre des points accumulé ; 

b) la différence entre les buts marqués et les buts encaissés; 
c) le nombre des victoires; 

d) la victoire directe contre une équipe. 


Trouver tous les résultats des matchs. 


SOLUTION : 


Tout d'abord on détermine les pronostics exacts des mtchs 
joués. 


Les équipes À et B ont le même nombre de points, la même diffé- 
rences entre les buts marqués et les buts encaissés, le mem nombre 
de v'ctoires, mis À occupe la première place pendant que B la 
deuxième, D'où A - B= 1 (c'est-à-dire, À a gagné le jeu). B a deux 
victoires et une défaite, donc B-C=1et B-D= 1. Les équipes 
€ et D sont les seules qui ont chacune un jeu égal. Alors C-D=x 
(où X signifie le mtch égal). À a une défaite, alors À = C = 2. 
les pronostics exacis sont : 


1-B=l,1-C=2s41-D=1, B-C=1,B-D=1l, C-D-=X 
Déterminons les résultats, 


Puisque À a © victoires et seulement 2 buts mrqués, donc ces 
victoires sont obtenues par 1 — O0, 1 - O. On a donc À — B = 1 —- O et 
A=-D=1-0, d'où À —- C = O — l.fy manière analogue pour B on a 
B-C=1l1l-0et B-D = 1-0, et on donne C — D= 3— 3, Les 
résultats exacts sont ! 


À-B = 1-0 , A-C = O-1 4 A-D = 1-0 , B-C = 10 ,; B-D= 1-0 » C-De= 3-3, 
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13.1’ l'élaboration du classement de football suivant, quatre fautes 


ont été faites : l'ordre des équipes restant le meme : 
Le 3 210 1-0 5 
Ps D 2 101 5-4 2 
3. C 3 102 6-6 2 
de D 3 021 2—5 2 
a Quelles sont les fautes ? 
b) En corrigeant ces fautes, trouver les résultats de tous les matchs 
joués. 
SOIUTION :. 


a) Puisque À; C; D ont joué 3 matchs il en résulte que B aussi a joué 
3 matchs (on ne peut pas avoir 2 matchs joués pour chaque équipes 
parce qu'il y aurait plus de quatre fautes dans le classement), Le troi- 
gsième match de B ne peut pas ètre une victoire, parce qu'il y aurait 
en tout 5+4+2+2= 13 { 12 points (on ne peut pas faire d'autres 
modifications sur les points de A, C ou D, puisqu'on obtiendrait plus 
de quatre fautes). h 

De manière analogue, le troisième match de B ne peut pas etre une 
défaite, Donc B a un match nul ( la troisième faute). À a 2 victoires 
et u seul but marqué. Le no-bre des buts marqués 1 +45 +6+2= 14 + 
L 15=0+4+6 +5 qui sct le nombre des buts encaissés pour toutes 
les équipes. D'où À a marqué 2 bûüts (la quatrième faute). (On ne peut 
pas faire des modifications sur les buts encaissés par À ou par les 
autres pour la mem raison). 


b}) Le classement correct est : 


He ce MES RER 5 
OR CHR 3 
4, D 3 021 2 — 5 2 


19) I1 faut établir les pronostics exacts. 
D a 2 matchs nuls et À et 5 ont chacun un match nul. 
Alors A-D=X, BD = X. L'équipe À a encore 2 victoires. Donc . 
L-B=1l,1-C=1. De 5-D=XetA-B= lon tire B-C=l;, 
parce que B a une victoire. De même C-D= 1. les pronostics exacts 
sont : 

E-B = 1, A=C = Lo AD = Xo B-C=l, B—-D=X; C-D=1, 


20) Maintenant, il cuffit d'établir les résultats exacts. 
A a 2 victoires et 2 buts marqués. Alors À - B = 1-0; L=-C=1l-0. 
Parce que À n'a encaissé aucun bu, on a ÂA-D=0-0. 

En retirant l'équipe À âu classement (avec tous ses résultats): on 
obtient im sous-classement 3: 


3. C 2 LOT 6-5 2 
4, D 2 011 dr, 


avec les pronostics connus : B-C=1, B-D=X, C—D=l 

B a une victoire et zéro défaite et la différence de buts $ — 3 = 2. 
D'où : B—-C= 2-0 ou 3 - 1 ou 4 — 2 ou 5 — 3 

C a une victoire, et la différence de buts 6 —- 5 = 1; mais puisque 

B a battu C de 2 buts, C gagne donc de trois buts contre D. D'où 
C-D=3-0Oou4-1. 


SionaC-D=3-0, alors maB-C=5-3,et B—-D=0-0. 
Mais ça signifie que D a zéro but mirqué, Contradiction, 

Donc C—-D=4-1, Etonas B-C=4-2, B=D= 1-1, Ces 
derniers résultats vérifient le classement, 

Les résultats sont : A-B=1-0, A-C=1-0, A -D= 0-0: 
B-C=4-2, B-D=1-1, C-D=4-1 


Le problème est déterminé de façon unique. 
Le problème ést complétement démontré. 


1.4. Pour les préliminaires du championnat mondial de football on 
dispute, aller et retour, les matchs d'un groupe de 5 équipes où 
se qualifient les 2 premières. 


Déterminer le nombre minimum de points pour lequel une équipe 
peut se qualifier, et aussi les résultats qui favorisent la qualifi- 
cation. 


Généraliser dans le cas d'un groupe de n équipes, où se quali- 
fient les m premières ua £n<n dé 


SOLUTION. 


Resolvons directement pour le cas général, l'autre cas résultant 
par particulisation. ‘ 


Dans un groupe de n équipes se disputent ! 


2 (nt) + (n2) + sc. + 2 + 11 =n (n- 1) mtchs. Le nombre total des 
points et ?n (n-1), Sin= 1, e nombre minimum de points sera 
2 n(n-1):n=2(n-1) points (toutes les équipes ont le mème 
nombre de points, mais celle qui aura la plus grande différence entre 
les buts marqués et ceux encaissés va se qualifier. Si l'une des 
équires à moïzr Êz 2 + 1) points, alors il en existera une autre 
qui en aura plus de 2 (n - 1), puisque le nombre total de points est 
égil à 2n(n-1).Sime=n, bien sûr, le nombre minimum de points 
est ZÉrOo 
Le cas lg n<n. L'équipe qualifiée avec le nombre minimum de points 
. sera la m - ième. Pour qu'elle ait le minimum de points il faut que 
les (n- 1) premières équipes obtiennent le maximun de points possible. 
D'où l'équipe h - ième; 1CR« m— 1, aura 4 (n — i) points. Les 
(m- 1) équipes auront 4 (n - 1) +4 (n - 2)+.. +4(n-m+1)= 
= 2 (m-1) (2n-m) points. Du nombre total de 2n (n — 1) points 
on enlève les points des (n - 1) premières équipes et on trouve 
2 (nm) (n-m#+ 1), qui représente les points des (n-m+1) 
dernières équipes. Donc _2 (n-n)(n-m+1) 

; | n-m+l 
nombre minimum de points tel qu'une équipe puisse se qualifier. 


= 2(n- mn), qui est le 


4.5. A un concours de pronostics concernant 13 matchs de footkall, une 
personne joue en utilisant m doublets et n triplets, O Sm+n< 13, 
m ne K/ . 


a) Dans le cas où il obtient une variante à 13 résultats exacts 


implicitement combien de variantes à 12 et à 11 résultats exacts 
obtient-il ? 


b) De mem, s'il obtient une variante à 12 résultats exacts, implici- 
tement combien de variantes à 11 et à 10 résultats exacts va-t-il 
obtenir ? 


SOLUTION : 


Il y à 13 matchs ct pour chacun il existe trois possibilités : 

1, X ou 2? (c'est-à-dire, rapporté à la première équipe, victoires 

match nul ou défaite). On a on tout 213 variantes possibles (plus 

de 1.000.000). Ayant m doublets et n triplets, il en résulte qu'on 
a 13 - m-n solitaires (c'ést-à-dire) des mtchs pour lesquels on 
donne um seul pronostic). On form 2/1, 2° variantes en tout, 


a) On obtient n + 2n variantes à 
Si m)Zetn»z2oma C2+ 
sultats exacts; sim» 2et n < 
n 


n<2 ona 2-rm ; si m £ 2, 


12 résultats exacts, 

4-C$ +2 m variantes à 11 ré- 
2 ona Cf+ 2m; si n < 2» 
> 2 mea 4. CÈ + 2m; 


b) Le cas : où un solitaire ert faux. Alors il en résulte : 


mPn variantes à 11 résultats exacts. 
c 8 + 4-0 8 + 2-m variantes à 10 résultats exacts, ni m} 2; 
S n},2e 
4.C £ + 2.m , sim< 2, n > 2, variantes à 10 résultats exacts. 


| c£+ 2m, si my 2, n <2, variantes à 10 résultats oxacts, 
2m ,si m#2,n< 2, variantes à 10 résultats exacts. 


Le cas : où un doublet est faux. 


(m- 1) + 2n variantes à 11 résultats exacts. 
oOna 9 ca-y*4c 2+2 (n- 1) n variantes à 10 résultats exacts, 
À si m}, 3, n > 2. 
4.c 3 + 2-(ml).n variantes à 10 résultats exacts. 
sim< 3, n; 2. 
cet 2:(m-1).n variantes à 10 résultats exacts, 
sin} 3n<2. 
2-(m-L). n variantes à 10 résultats exacts 
sinm<3,;,n<2. 
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1.6. À une tournée d'échecs ont participé 10 joueurs # As Ào » ee 


e 10 — chaque joueur d'échecs a joué avec chacun des autres parte- 
naires un match. Pour chaque victoire il a gagné un point, pour 
chaque partie nulle un demi-point, et pour chaque défaite zéro point. 


À la fin de la tournée, le classement était : 


ll, 1 9,5 points 7 6. A6 4 points 
2. A2 9 points 7-9. y 2 points 
3. À3 6 points 7-9 A8 2 points 
4-5. A4 5 ‘points 7-9 Ag 2 points 
4—5 5 5. points | © 10. Aj0 1 point 


Montrer que dans ce classémnt.il éxiste au moins trois fautes Î 


SOLUTION. 
la première faute :! À ne peut accumulor qu'au maximum 9 points: 
parce qu'il joue seulement 9 matchs, donc pas 9,5 points. 
la deuxièr faute :! À, ; Situé à la deuxième place dans le clas- 
semnt, ne peut accumuler qu'au mximum 8 points, pas 9 points, 
parce qu'il peut gagner au maximum 8 matchs (le neuvième match, 
disputé contre À sera perdu; contre k) le joueur 2, ne peut pas 
faire match nul puisqu'il en résultcrait que &, occuperait la 
place 1 — 2, pas 2) 
Ia troisième faute t dans cette tournée ge sont joués 9 + 8 + Test l1= 
= 45 matchs, donc le nonbre total des points du classement doit être 
45 , que : 

9,5 +9+6+ 2.5 +4 + 3,2 + 1= 45,5 == 45. 
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1.3. Soit uwægrille de mots-croisés (de n lignes, m colonnes et 
p cises noires), telle qu'il n'existe pas deux cases noirs qui 
aient un coté conmm. 


a) Déterminer le nombre total des mots (horizontaux et verticaux) - 
ôn appelle ‘“mot" meme ceux qui contiennent seulement une lettre-. 


| b) Trouver la différence entre le nombre des mots horizontaux et 
celui des mots verticaux. 


SOLUTION, 


a) Montrons que N = n + m+ CNB + 2:CNC; où 


NW = le nombre total des mots de la grille 
CKB = le nombre des cases noires de la zone B 
CNC = 


le nombre des cises noires de la zone C. 
Considerons la grille partagée en 3 gones 


19 les quatre sonmts de 
la grille (la zone 4). 





Le" TT 
À LAZZ 
er LL 


EX | | 





2° la bordure de la grille 
moins les quatre sonmts 
(la zone B), 


REANCYZE A 
Done 
2 





39 la partie de l'intérieur 
de la grille (la zone C). 


On suppose au début la grille sans aucune case-noire . 
Alors, elle a n+m mots. 


- Si nous posons une case noire dans la zone À, le nonbre total des 
mots reste le mème. (Donc le nombre des eases noires de 1x zone À 
ne présente pas d'importance). 


_- Si nous posons une case noire dans la zone B, par exemple sur la 
ligne 1 et la colonne J, 1 < J<m, le nombre des mots croît d'une 
unité ! puisque dans la ligne 1 se sont formés maintenant deux mots 
(avant il y avait un seul mot), et dans la colonne j il reste aussi 
un seul mot |. Ia situation est analogue si on pose une case noire 
sur la colonne 1 et la ligne i , 1L‘i<n, (on peut renverser la 
grille : l'horizontal passe en vertical et réciproquement). Donc: 
pour chaque casc noire de la zone B on ajoute un mot au nombre total 
des mots de la grille. 


- Si on pose une case noire dans la zone C,; par exemple sur la 
ligne i ,; 1 <i <n, et la colonne js 1< 3j <m, alors le nombre 
des mots croît de deux unités : tant dans la ligne i que dans la 


SRE 


colonne j se trouvent maintenant deux mots, à l'encontre de la 
situation antérieure où l'on a seulement un mot dans chacune. Donc; 
pour chaque cise noire de la zone C on ajoute deux mots au nonbre 
total des mots de la grille. 


b) Partageons la zone B en deux parties : 
_ la zone BO = la partie horizontale de B (les lignes L et n) 
_ la zone BV = la partie voerticalc de B (les colonnes 1 et n)e 
Alors + NO — NV = n - m + CNFO — CNEV, où 
NO = le nombre des mots horizontaux 
NV = le nombre des mots vorticaux 
CNBO — le nombre des cases noires de B0 


CNEV = le nombre des cases noires de BV. 


Ja démonstration de cette proposition suit le fil de la 
précédente, ot utilise les résultats suivants : 


_ S'il n'y a aucunc case noire &ans la grille, la différence 
NO - NV est égale à n —- m 


_ Si on a une cese noire dans la zone À, la différence reste la meme, 
_ De mème pour la zone Ce 

- Si on a une case noire dans la zone BO, alors la différence sera 

n -m+l, et si la case noire so trouve dans la zone EV, alors la 


différence sera n - m— le 


pe là résulte D) 


H)RITHMETIQUE 


À #. Déterminer le dernier chiffre des nombres de la suite 
a —— : , 
do Fermt : F= 2 +1, avec n € À/. 


SOLUTION. 


Pour n =0 on a F = 3, et pour n = lon trouve F, = 5. 


n—2 
Pour n > 2 il en résulte que p=# 1-2 + l = 
—2 
= 16 + 1 = 16 Ky qui contient, comm dernier chiffre, 


æ 


6 + L = 7, parcc que la puissance de 16 sc termine par 6. 


LtO) 2 


2. 9 Soit p le produit des n premiers nombres premiers, 


Déterminer l'ensemble F x € N ! CSC ET À. 
(A cignifie multiple de F-) : 
SOLUTION, 


ii ft ; . 
Pour que rl. Sp. , 1 i< 2: il faut que <> Pr. 


< 


_ be 
ba 3 d'où Pa = WGp. 
P est le plus petit nombre qui ait cette propriété, puisque 
n 
s'il existe un H'< P 21ors x" u + AGP 
r : y 
SiaN P alors, bien sur PAT 2 .hinsi que ! 
nd Fe , 3 F tes c/ LL 


=. 
FL paper ptet 
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2 A0.Déterniner le plus petit nombre naturel tel que sa factorielle 
soit multiple de chacun des entiers 1970, 1980, 1990 et 2000. 


SOLUTION, 


Le plus grand nombre premier qui divise l'un des entiers de 
l'énoncé c'ést 199, 
Soit & € /N/ le nombre cherché. Alors 1 = ra 1990, 
d'où © = VE 199. Dons € à > 199. On prend ew = 199, 
199 = fo parce que 10 < 199, On a aussi 199 ! = /,191, 
Puisque (10,197) = 1, il en résulte que 199 1 = AN 1970. 
199 1 = «#4, 1990. 
199 1! = A6 et19 1 = JM 55, mie (36,55) = 1 ; 
d'où 199 1 =0/036:55 = fé 1980. 
199 ! Me et 199 ! = «M 125 et (16,125) = 
done 199 ! = « 2000. 

On suppose par l'absurde que c€ n'est pas le plus petits 
Alors, il existe </ < 199, tel que <" 1 = ” 199; 


contradiction, 


_ 20 — 


2 44.0n donne les naturels A et B. On considère Ë, = À +8B, 


2 


seulement par les m derniers chiffres de x. 


M =A-B, M =A . B . On note X,, le nonbre formé 


a) Montrer que pour connaître les m derniers chiffres de 


Œ, il suffit de connaitre les m derniers chiffres de la 


Loi À se 
somme A, + B,- Meme question pour M, € M. 


b) Généraliser, 


c) Que peut-on dire des m derniers chiffres de aB ? 





H : ch m 
a) On peut écrire A= Jo? + A, et de mem : B =ÿ"o + Ben. 


Alors M =4+8- T0" + (4, + Be 


Aussi M, = 4-8 4/10" + (4, - B,) et 


M, = À ,. B sn 40 + (4, e B.) . 


b) Généralisation : 
Si E (a, Ses A, ) est une expression arithmétique où 


se rencontrent seulement les opérations +3 — , . et si 


Ajseoces À sont naturels, alors 
n 


E (4 es A ÿ= E Œm Am }s 


où À, ee représente les m derniers chiffres de À; . 
, 
La démonstration résulte de a). 


c) AP est une multiplication répétée. Donc 


Ge 
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212.En sachant qu'il cost h heures et m minutes, 1 <h < 12. 


O <m < 60, trouver après combien de temps les aiguilles de la 


montre vont former un anzle æ , avec © LA ee 3602. 


SCEUTION, 


Tout d'abord on détermine les vitesses ansulaires pour chaque 
aiguille de la nontre. 
Ia grande aiguille parcourt 360° en une heure; 
d'où Vy= 6°/min. | 
La petite aiguille parcourt 360° en 12 heures ; d'où 


Le 0,5° /min. 


On calcule l'angle existant déjà entre les aiguilles 
de la montre à h heures et m minutes. 
la grande aiguille a parcouru 6m degrés, 
la petite aiguille a parcouru (60 h+m) . 0,5 = 30h +0,5 m 
degrés. | 
Notons x (en minutes) l'inconnue du problème. 
L'angle formé par les aiguilles c'est | 6m — 30h - 0,5 m = 
Ë | 59:12 — 30 »| . (On considère des angles positifs, parceque 
dans le problème on ne spécifie pas le sens des angles) 
A) Cas où |5,5m- 30h 1< 4. 
a) 5,5m- 30h }, O <> la grande aiguille a parcouru une dis- 
tance (en degrés) supérieure ou égale à la distance parcourue 
par la petite aiguille. 


ma 60,5% = @- (5,5m- 30h) => x = HIDE. 


555 
b) 5,5n-30h < 0. C'est la situation contraire. 
Om a 6x-0,5x= mé - (558-301) re Re. 
9 


B) Cas où [5,5 m-30hj)3€ . 
a) 5,5m-30h > O0. 


On a 6x — 0,5x = + 360 — (5,5n -— 30h) => x = x + — 30h — 5, 5m 


b)5,5m-30h < O0. 
On a 6x -0,5x-[5,5m - 30hf - SX = 30h -5,5n 


_30h-5,mnm-< 
Si 552 d 


V7 


. 


23-Soient Ba » +. 2, Aa des entiers, et b, ELLES 7 1:18 
mèmes nombres dans un autre ordre. Montrer que l'expression 
E = (a, + bideee (a LUE Dong 1) est un nombre pair, où 
les signes + et — Sont arbitraires pour chaque parenthèse. 
( Généralisation du problème AÀ.7 ; page 105, de D. Gerll et 
G. Girard, "Les olympiades internationales de mthémtique", 


Hachette 1976.) 


SOIUTION: 





On suppose que l'expression E est impaire. Il en résulte que 
chaque parenthèse est impaires d'où chaque parenthèse contient 
un nombre pair et l'autre impair. 

On a donc ?n + 1 nombres pairs. Mis, si dans une parenthèse se 


trouve un a, pair, alors il existe une autre parenthèse où 
. : 


se trouve un b. = a, donc b. est pair. 
Jo Lo [-) 


Ainsi le nombre des pairs est un nonbre pair, qui bien sur est 


différent de 2n + 1. contradiction. 


- 


2.4Y%-Résoudre l'équation 4: X-— ÿ ( X ) = 24, en sachant 
que r (X) représente le nombre des nombres positifs: 


inférieurs à X et premiers à X. 


SOLUTION: 
parce que # (x)e Â/ ; il en résulte que X = 24 + g (x) € /(/* 
Cé 
j 1 s 
et x} 24 e Soit X = F, CEE sir , ,€ 740 LE Prenters s 
différents entre eux, i = les 
T1 x si 


4 (x) = 


fonction d'Euler de la théorie des nombres . 
oc m1 st. 


x - @(x) =? … P. À [re Pie æ _1);ae | - 


ee. P 8 -@P, —_ 1)...(P, — Eh ri) étant la 


2 A=D.% ; 


ae 
Donc, évidemment, X a la form : X=2 3 à 


avec As #5 € Â/*. Aors s = 2. 


COREESS S on 1. 
On obtient X - # (X).= ?, - ° Ps : [rer 
(2,0) | , . L 
c'estrèdire 1-# (x) = een Lee ele 73) 
ou 2 Sa me Fa ot. ee d'où ET = K Se 2 et en conclu 


24 


2.45.Soit 9 (n) la fonction d'Euler. Montrer que # 


ÿ (n) est nombre premier si et seulement si n € { 0, + 35 + ÿ, 


+6}. 


SOLUTION. 


Suffisance. 


(0) =6(+3)-$ F 2)=#+ 6)= Lui est nombre premier, 


Nécessité. 


$ (+1) = 9 (+ 2) = 1 qui n'est pas un nombre premier. Donc 


; ax Ca . 
Soit n = +? Too P AVEC Pise. p: nonbres premiers 


différents. 
Ai € f{/*, ie Lasers > 
ÿ (n) = dre 1 : dass Ps ee Ge: 1)= Hd pour 


{+ 1, + 2 } parce que p,—1 ne 5 7. /Mo, 


Comme # (n) est un nombre premier il en résulte que pin) 2. 


Donc P; — l= loup, -1=2. 11 suit que p, = 2 où 3. 


, = 28%. = = 2. Donc n = 4, 3; 6 bmine L+ +46. 


Mai # (0) = 2 qui est premier, donc 
n € {o, + 39 + 4 + 6 % . | en 
ma is Le JD 


Z €. 


me nnnens 
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Soit un nombre entier m tel que É) (n) My, où # représente l'indica- 
teur d'Euler. Montrer qu'il exisce un nombre pair de racines primitives 
modulo m. (Un entier a s'appelle racine primitive modulo 

\ 
à se PE) = 1 (mod m) et a #1 (noû m) pour 1 ÇK & (n).) 
SOLTICH: : 
1) s'il n'existe pes de recine primitive modulo ms aloré on a o racine 
et O est pair. 
D) S'il existe des racines Hintites soie r Fo de celles-ci, 
On à (r ;m) =1;, r À (m) = 1 (mod nm) et r X +1 (mod n) pour 
LR e 0 (n). Montrons que m-r aussi est une racine primitive 
noëvlo m. 
4) Tout d'abord n-7r 5£ T (noû mn) 9 Pen dans le cas contraire il 
en résulterait 2 r == 0 (mod m), ou 2r = +. mm, avec Ÿ e Z À 
Conme fn) = fl, me mn € ÈE 0, +1, +2 + 
Hjn=2hh €//- {0, +1 . On a: 1 


n | 2 => 2h | æ hr » (sn) = h 4 + l,absurde. 
Binea+in ef - { 1,0 5 : ma: 
ni = air (ryn) = m + +1, absurde. 
Den Merise, (rod m), 
‘B) (nwr)=à4 az et din = àfr à = (rom) = 
aonc (mr, £te 1 
(m : D Ce == l (moû m);, conformément au théorème d'Euler. 
On suprose per l'absurde qu'il existe y € M/*s: 1 < à (n) 
avec {an — 2) Fes (mod m). I1 en résulte 1 = (m- LE ge (-r) = 
n (SA ot (no. =). D'oùtt est impair (sinon il en résulterait 
ss (sc n) ot ls ee. a (m), c'est-à-dire r ne serait pas racine 
pri imitive). 1] Donc 4: :: 2p + 1 avec p € K/ et s gs — 1 (mod p}; ou 
vèFs 1 (mo@ p}. lhispe d (m), cela implique que 24 € 2: gG).. 
Come r  esv vno vacine primitive on a 2/4 = æ se ou É(r) = 
2.(2p + 1) Ma d contradiction. Ainsi (m=-r)/ 41 (mod à 


pour 1Çyi< Ô (2), done m-r est aussi une racine primitive. 





244LSoit m un nonbre naturel > 3, et Bjsees æ tous les nombres 
positifs inférieurs à m et étrangers à =, 


Alors a, + à, FPPRE 8, = x 


SQIUTION « 
Montrons que p Me. 


On voit que, sioça<m et (a,m) = 1, alors on a aussi 

o ça « m et (ma,m) = 1, parce que : 

oga D -m<a-n<mm = 0<me € m3 

soit d = (a-m, m) fien résulte [me et af, d'où ae et À 
donc d divise (a,m) = 1, et ainsi d=1. 

Mæ:tÿ#ae fase. a L s 3 me € { Brera, } tel que 
ma £a ; 

(dans le cas contraire, il en résulterait que m = 2a et (a,m}= 
= à + lou m=72, ce qui est impossible). (1) 

Mis a + (ma) m = Mn ets grâce à (1) on obtient la 


conclusion du problème, 
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É #0 duo: 
Déncntrez que (abc), c_ € e. . 


(a,c).(b,e) 


(La notation (ejsees x ) représente le plus grand commm diviseur 


des nonbres TS) 


SOLUTION: 
Soit à = (a; b; c). Cela implique que a = a'd, b = b'd, eo = c'ä et 
(3°, b', o*) = TL: Aors *? 

(a, ce) = {a'd, c'a) = de(a!, c') = à. d3 (on a noté (a', c'}d.,) 5 


d'où c‘= dia om ; avec © € 7 


(b, c) = (mid,e'a) = a(b',c') = ds (on a noté (b',c1) = d,23)5 
doubs d2£ » avec B e . > 


iris » êss = ( (a'.ct),(b'e!) ) -(at,b',ci) = l, 


n ) = 1, ot que tous les nombres 


2e D (sd 


«ont entiers, il en résulte que d., divise 2 », 


i Mi = ' ' S ie ! 
c'est-àèdire %{ de of! y avec € HE Donc c dd3do3e æ ; 


{eve} , 0 y. 23.2 : 
Ansi que \ -b-c) » © e da.d.d] 23 x Re 2" 2 ns 
(2,c).(b,c) d. dede d _. 


Les conditions de l'énoncé du problème assurent l'existence de 


l'expression, c'ést-à-dire, le dénominateur est différent de zéro. 
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nd s 


2,49.Soïent a, b, Eef/;: i = I,n. Montrer que : 


(a... , byee.b,)D l [ (a, , b,) , 
1 = _ 


où ( 1 ) représente le plus grand commun diviseur des nombres 


"4 et . 


SOLUTION: 

On applique le raisonnement par réÉCUrrence + 

Pour i = 1 c'est évident. Pour i = 2, il faut montrer 

que (a, a, ; bb) > (as b).(a,s bi); 

Soient = a. à > bd, = b..d : 
ci 11 ab 1 11 a,b, avec (a ’ bi) 1 


et soient a, = ad, D, ? b, = bd, D 200 (2,152) = 1]. 


2 2 2 


Alors (aa,s Bb) = à, Le ab, * (811 Spo1? Pa Par) » 


à, 
12 101 


D d . 4, = (a: b). (8,5 b)e 
e ab. &bo 1 1 2 2 


On suppose l'inégalité vraie pour les valeurs de i qui sont 
inférieures à n. Il en résulte !: 

\ 
(ape, a, 4 je bee D, 4 ND Cgeeeobiessb)e(e ro1)2 


n+l 


ot | FA (ar D) Dee go bus) = ie (a, b,) . 
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2.20.Si (a. b.) e A/°, i g{1,2,...n) et ler, 8] représente le plus 


petit commm multiple des nombres < et /8 , alors : 
RL Us 8 
lei 2,9 gs auf < Ro [ 2: D 


SOLUTION + 
On va démontrer par r .sonnement par récurrence « 


le ca i = l'est évident, Pour i = 2, il faut montrer que 


ET p£ d, À & K Cet] + [ et, ] : 


b. = b.. à avec (3° b)1) = 1l 


Ecrivons a, = 23, d, 4.9.0 11.-a.b 


LL. "11 
eta, = 20, p : b, = by da p  2Ve0 CE b1) = l. 
; 2 2 : --a 2 : | D | 
ee Ds ST l > d Ù ae [are Par | < £ 


< ab" TA #9 « Ca 1: l age | : 


Supposons la sde vraie pour 1 L< n , elle est vraie aussi 


pour i=n+ldl, parce que * 


Care, CARRE b. pb, Dur 1€ La" s D SseD . * [Ant 9 Pnel\ 
< ( Eu [ 2» b, | >. [aux tu | 


‘Donc le problème est démontré. 
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2.71.Soit m :m nombre naturel, 1Sn<5. 
DAS m 


Fontrer que si 90 - Ayesed, 9 alors ee = 





= 9e..98, 5:08, 9...9, 8, avecn € K/*. 
n—l n—l n-l de: 


SOICTION. 
Cas où m = 1, (OL = 9, 9...9! Se De.9 9. 
n nl 


Cas où m = Le Ce ” 81, Dee. = (190...0, — 1)? = 


n n 


= J 0...,0 — 20. ..0 + 1 = 10:09 20e 0, = 9eee9 80...01 , 


en n n n=l n nl nl 
. ne . - _ LEE 
Cas où m= 3. 9 = 729, 9... = (19...0— 1)? = 
n n 
3n on n n n-4 n 


30...0,0..:01 = J.ss9 T0.::0 2 Dee Je 


n n nl n—1 7 nl 
4 


Cas où m= 4. 9° = 6561, ose = (19... .0 _ 1)4 = 
n ñ 


îl 


10...0 Car 40, 60 + 60...0, — 40...0, + + = 10...0 0. ..06 0...0 Des 
an In an n n n n n 


40.0. Qui, Os,0, = Dee 6DeeO, 5 Deee9 6 Onee0, 1e 


n n n nl nl nl nl 
Cas où m = 5e 9 = 59049, Dee 9 = (1 Os 0 . 1)? = 10...0 nd 
Le) ge À mn) 
n n 


—_ 5 0.,.0 + 10 0...0 Le 10 0,..0 + 5 0...0 a 1 = 
« , Er ne | Con ra, Lu. jet 
4n 3n en n 


= 9...9 5 0...0 225482 0 Oe..0, 4 909, De 
nl n-]l n-1 n-]l n-1l 


Observation. Pour m 2 6 la formule n'est plus vrais, 


2.22.0n considère l'ensemble À = { 9.9 è n| m eu” et 


n 

n € f/* » invariable, 

a) Calculer le plus grand nombre de 2 n chiffres de l'ensemble À, 

tel qu'il ne contient pas le chiffre 9, 

b) Calculer le plus petit nombre de 2 n + K chiffres qui ne contiént 
pas le chiffre 9, 


Discussion. 


SOLUTION : 
a) On cherche le plus grand m € K/* , M= bie..b, + qui mltiplé 

… donne un oduit de 2 chiffres avec tous ses chiffres 
par ,9...9 Pr< 2 n i s s 


ñ 


différents de 9, 


De) e M = (1,0...0 _ 1) em =m Des.0, — Me 
m d£) n 


On fait la différence H be . D O0. «0 _ 
| D pe 


n 





bje L 1 b, 





= 7? 


S'il existe b, = 9, j e{1, 23 y Nn — 11 , alors : s'il existe au 


moins un chiffre non nul derrière le b., par la soustraction il 
résulterait x = 9 dans le résultat, si tous les b, = Os hel,.n | 
par la soustraction dans le résultat il existerait au moins un chiffre 
de 9 à l'une des places 3j + ls ... ne 


Le cas suivant c'est m =,8...8 9. On effectue la différence (c'est-à- 


nl 
dire la miltiplication De..9 e 8-8, 9) 
n nl 


et on obtient le plus grand nombre de ? n chiffres de l'ensemble A 
qui ne contient pas le chiffre 9, c'est 8..,8 1...1 : 
RE, 
n n 
b) Le nombre m aura n + K chiffres. 
10) le cas 1 KÇ ne Démontrons que m= 1 0...0, 1...1, 2 est 

K-1 nl | 

le plus petit nombre & n + K chiffres qui aura la propriété demindée, 


CE] 


De HE 
On ne peut avoir aucun zéro parmi les n derniers chiffres du nombre m 
parce au'il en résulterait, par multiplication, au moins un chiffre 9 
dans le prodvits le dernier chiffre non nul de m est différent de 1 
(de mème motif) 3 les autres chiffres de m peuvent être égaux à zéro; 
seulement le vremier aura la valeur minimum 1 puisque K£Çn 4 


HK-1<n-1 


CR 
ere 
n « 
1 05:30 1...12 
re re) Lune 2 
K-1 ni 


ee mme 


1...11...1 8...8 ‘ (ici on a écrit directement que 


Lo emmet À —— eme yet 





n—Rii ZI n De.s9, ‘ ess 2 = 1...1 8.8 } 
n nl n n 
2.9 9+.s9 
k-1 n-K+1 
= 1 0...0 l..,1 0 dr 8...8 
LE LE RS 


K-1 n-K KI n LL 
(On a encore utilisé la propriété que le plus petit nombre de mn 
chiffres de A, qui ne contient pas de chiffres de 9 


est l...1, 8..,8, et que le m'éorrespondant est 1...1, 2. ) 
nn me et ec É 2. Ai tee He 


nt 
L n ; n-1l 
20) Ie cas Fa + 1, Mintenant, on ne peut pas écrire 
ms 1,0...0 l...i 2 parce que K—-1 > n-1 .-! et le résultat de 
le multiplication contiendra des chiffres 9 + 
on 


CC 


2L...l Bee, (1) 


Des9 


eq oo om 2 + 





Enr) 


rat D..:0, 1...1 8.+.8 


Le, 


n Ka PF n L 
Cherchons le plus petit m € /{/* , de n +Kcl_ffres, qui aura la 
propriété deueniée. Les n derniers chiffres de m seront aussi 1...1 2, 


..Le premier aussi 1. nl 


Parmi les chiffres inconnus on ne peut pas avoir plus de n - 1 

zéros consécutifs à cause de /1). Pour que n soit aussi petit 

que possible posons n - 1 zéros consécutifs après le premier chiffre, 
puis un chiffre 1 (le minimum non nul), encore n-1 zéros consécutifs 
et encore un chiffre 1 etc, 


Done. el C0 O0 i0 ses 05.200140: Late 
LEE, oo — LUE, mn ON pi 


ve 
ÊOn1 nl nl op | nl 
ere -g eee 
K chiffres 


LR 
n K-l np p n 


OS ; S : = . … .… 
D'où, le nombre cherché est 9...9 . m= 1,0...0,1.. 101 1,8. ..6, 


- TK Ty : ZX 
avec p= K -— nf] l, où {x] représente la partie entière de X. 
Voici la miltiplication : 


CDR 
2 


n 


1,0,..0, 1 0..:0, .… 1 0...0, 1,0...0, l...1 2 


nl nl n-1 P: | n-T 


K 


jee ee 





dosel les. 8...8, 


n- ? "P n 
…. 22.22 
P np 


1 0...0 LEZ] O:::0,0...0 1...1,0 1...1 8e ..8 


Le 
n n P 


2.23.8i x, y € (/, alors il existe Z € /K/ tel que 





10X . 10y = 17. 


Généraliser ce résultat au cas où le nombre de zéros entre 1 et x» 


et.entre 1 et Y, est quelconque, 


SOIUTION, 
Lies 
Soient X=a 


se, 10 Ça 9 1€ Î2,..snfon e Â/*» 


Ce * 
et Y = beseb,, , OK b; K 7 à e fe. FALL 2 N°. 
On effectue la miltiplication 





10 ape, 
10b,...b, 
ES Ti 
n + 2 chiffres ses Je multiplication par D, 
n+2 chiffres US Ze la multiplication par by 
n+2 chiffres 1 O …. : ts : la multiplication par 
ES  — 
= À e . ; .. 


On à désisné par " , “un chiffre naturel compris entre 0 et Je 
Donc, le premier chiffre du produit c'est 7. 
Plus généralement : si x, Y € K/ , alors il existe 2 € K/ 


tel que 1,0...0 X ee 1 0.….0, 7 = dl 0...0, Z , 


s chiffres t chiffres u chiffres 


cùonau= inf (s, +) —-1, 
la démonstration de celui-ci copie la démonstration antérieure. 


a 


2.24.0On consiière une base à de He tion et p un diviseur sinple de 





celle-ci tel que (p, — = 1 .Alors : 

Sn OR Nes ur ‘ ns n 
Fn C/\/+, À, 7 je, écrit en base b qui est divisible par P ; 
avec à, € J 1, 25 DAELT 1 Lis Ne 

SOLUTION: 

On applique le raisonnement par récurrence pour n € VA 1e . 

Pour n=1onast À = pi qui est divisible par D. 

(On observe que ; DA Pb, il résulte b = Kps K ee ÿ 


se — . : (Ds K) ; aussi, tous les chiffres des nombres de la 
- base D orient à l'ensemble # = So; le Ps. jol , pl loss 
ss D — 16 , et ils sont représentés par un seul symbole (par exemple, 
si bÿ 10, alors les chiffres 10, 11, ... sont notés. par A, B, ...). 


Donc p} € D = de Ps veus ED! 1 en est formé par un chiffre en 
1 | 


base b; CL &ÿ | 5 < fo] +. 

On suppose 12. ne vraie RP Li C lest — à — dire 2 A, = career 4 , 
écrit en base b, qui est divisible par D 3 OÙ à; €. M D» 1 LCR 
Montror.. qu'elle est sr2i2 pour n +1, Soit Lu TE a x € Es 


n+i 


écrit en base b. On détermine un tel x pour que A se divise par p 


n+1 
(il suffit &e mo-trer qu'il existe im-tel x), | 


.à me n n 1e | ne: 
ui +ajc..a = x.kR D A e (Rx + +) Fe À, = tp sŸ €. 


(de l'hypothèse de rene) 
tel que K° x += 0 nee KR x 


- t (mod p). Puisque 


(p +) = = (p; K) on a : Ge K°) = 1. D'où l'inverse de l'élément 
k° ee rappors au module p existe. I congruence antérieure devient : 
x = — Ÿ: (r) de (mod 2) et on choisit le plus petit x non nul, 

“15840; 'est-àdire. 28 x£i “, aus 


on existe 'É K, ; parcëque Le constitue un système complet de restes 


modulo p : ) 
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n 
2 . (nm) n° : 
2.15.Soient n, n £ /{/* « On note a, = mn avec n chiffres 
(n eng DE DorsS cv 
m, et be ) = Deer, ee -. Pour chaque n et m comparer 
n 


(n) à L(®) 
n 


. Discussion. {Tous les nombres sont écrits en base 10.) 


SOLUTION: 
Dar: les conditions précédents, on a ! 


Lemme TE Eefff* 3 + n> 2 mn > Bee . 
n 








Démonstration : par récurrence sur n € K/*+. 
Le cas n =.1 implique ms n qui est vrai. On suppose la propriété 
vraie pour n, et on la démontre pour n + 1: 


(mel). me. m4 > Ann.” > ue. 6-55 + Des, 69 





n n n+l n 
DacEi+meiime 
n+l n+l 
Len 2, Æn>3., Fm e A/*, ENS )S 4(nH1). Doc, « 
: n+]l 
5 _ 2 
DÉRORE ER Des, = Disc Don ÿ Mon mn. ..MM, puisque 1» 3e 
| n n n n+l 
— —. 
HE Dn+i» 4 parce que n > 3. 
n 
ptm) n HET n a 4 (n+1), Hem, 
y AS CHR be Li] ..e 3 
n+l 
eme 3 .S'il existe n, € AU 1) n,> 3; tel que a Ps b à alors 
Fun 2 s Fn>n ma fm > pu) . 


Démonstration par récurrence sur n > he 
Le cs n =", est vrai par hypothèse, On suppose la propriété vraie 


pour n, et on la démontre pour n + 1: 





(2) nr ) CS ——îeem 
at Sn e. n FD mé Fee = ( © DES per nel De, © 


(2) n+l 
24 b, . Pour la démonstration de ces inézalités on a 


utilité l'hypothèse de  récurrence, le lemme 2, respectivement le 


lemme 1. ee …….e 


ne 
eme 4. 7 2» 6, af) fn) A 
Dénônstration. Puisque n > 6 et grâce aux lenmes 1 et 2, il en 
résulte que : | 
man .n 23 430 m2 A3 5 4.3.7 
a) Ds gite 3 em (4 me mn = {n) 


2 


On à : (n) 


| m) _——— Hem 
avec n chiffres de ms, IN ) = re 


D 


etes | 


D. (Qeren es - }() » Fn> 2. 
Ces ma 2, a(2) 2 ç 2 = p(2) 

a(2) 2 Ça. b(2) 

(2) DA < 200222 b(2) 
(2) m6 < nn eeRt 1(2) 


(2) _ 65536 3.22222 22222 _ , (2) 
a 2 € 2 < 22222 bé 


D'après le lemme ‘1 on obtient : 


26586 25,26 47.222222. 


65536 : : 
D'onc (2) = 9? > 47.222222 … (24-75222222 
D 222222°22222 ns 
Du lemme 3 il résulte que al > 2 Re n> é 
3 Les) 
Cas m= 3. a) 3 <> > b; 


Des 33,520) 
a m3 33 = &{ 


(3) _ 327 ET 16) 


3 


A partir du lemme 1 on obtient 327 > 33,344 > 16.3333. 


Fe 
27 16.2333  _ 14.41 3333 3333 _,(3) 
DE D |. 


us (3) (3 | 
Du lemme 3 il résulte a, > La s n > 4e 


Donc af 


dant tee, 
(4) _ 4 4 (à) 
a, 4 KHT=D 
he ae “ 
a?) = ad 4256 pan p(4) é 


Du lemme 1 il résulte 4226) 42, 444 D 44444. 


256 
Done af) #75 aa AAA (ARE nait nf) 


Du lemme 3 i1 résulte : 
Tn) 4 (4) 5 b(4) | 
Cas n= 5. Ds pd 
pd = 5° < 5555 e »(5) 


De ce £ 312525 555295 - n(5) 


DECTES > 5), 
p(n) 


Cas n=6. al” =n {a 
(m) ss 
NBA TR, Km: bo 


Du lenme 4 il résulte : a{) > (n) , et du lemme 3 


ma + el noie Fn> 3. 


et le problème est complètement résolu, . 


CCR 
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3.26.Soient P et Q; ss 1<i & ?: des propositions logiques. Mon— 


trer que la proposition logique Ÿ FAQ ) à À (Pva,) i 
i=1 ne 


est toujours vraie. 


-_ SOLUTION, 
Une proposition logique MAS B" est fausse seulement 
lorsque À = 1 (vraie) et B= 0 (fausse). Montrons que cette 


situation n'existe pas. 
n ÿ < 

si " \/ (PAQ.)=1, alors ii, € ls... n} tel que P À Q, 
L 1 ) =l;, 


c'est-àdire P=1 etQ, = 1, 
Le) 
D'où * P va, = 1 Fi € Josen | puisque P = 1, 
donc " À L 
mm AN(Pva)-= 140. 


i=l 


(x Signifie et” HT Signé 1e ou.) 


°* 41— 


Z.27.Montrer que si les propositions logiques A > à" et 





"B. > B" sont vraies, alors les propositions loziques 


"t nt "t I , ft 
AA —S 4, A B et LvB > Av B, sont 
vraies aussi . 

SOLUTTON : 

Construisons le tableau de vérité suivant : 


SG 1 Ra D PET TT = me me eu T EE CEE EE nn ren none 


! 
Park A 1h41 Eure By AB ES Bla vE tv Bey 
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RARE | ee ne 
Hot ototot 1 OT Lt Oo! Oo! 1 1! o ! oo! 1 1! 
RES OR ON RS PRES SE Pa af = I 
{ O! Of Oo! 1! 1 ! 1 ! Oo ! O ! 1 ! O ! 1 1 { 
Rae DES ! t— fe => ! 
ft Of Of! 1! Of! 1 ! O ! © ! O ! l PO 1 ! Oo ! 0 ! 
EN C0 RUES, ! PER [—__! 1 
EOt1tO!O 1 D 11 O1! O1! JL 10 ! 11! 1 1! 
let PEN MES PRES 
11! 01001 O ! 11 O1! O1 1 1 1 ! OO! o ! 
PORN SN ON DIRES EIRE DRE PORN PERS CEEE ! ! ! 
OM OP DEL 0 A Bi «Oh Où, OÙ A 2 D TL. 
RQ pe RE RE CR, 
FOLITANE" LOL O6 Lo À @ NO À ct EL #Ÿ 1 1 À 1! 
tt joe re 4 RER OR S ! 
HIT OO 2 OL 1 + © 4 OO? À 4 1 D E #{ HI 1] 
er PRES PO, PRRRERS LE ln 1 
PONS ÈE OT A D 1 A D ON AT 01e ce © OÙ Lt A À 
PS tn ee D eu ! ! 
DAPOMAL OÙ 10 1 OP A 0 “gt 0 dE 0: ft Oo. «A 
A ÉRREE PORLRS Re PE ! 
{1 ototit O ! LH OO! OÙ 1 11 ! 1! 1 ! 
PNR EN EE res PRE RME ! 
BOLD UE 0 A GO dE 0 À CL AE à 4 
PS CR DA A SRE RS PE LNIR PRE ! 
? 19 1! 1! O! 1 ! O ! 1 ! O ! [e) 1 1 ! dv 1 ! 
RS NS RER RE US ! ! 
MARATOPAU D D ME QE LE D pd LÀ. L' À À 
(ES DE ER ! ! ER RES RRE SN | 
fl OPA O OL OU 1! Of Oo ! 1 ! Oo! o !:! 
LORS ES CLS RE ! ! ! ARR PEER 
PATATAMAT ED D DH JA Di cd DE À I 
AE OR EE Son, PAR ARNO SERRE ! _! 
flot 3t4at 5 1 61 7! 8! 9 110 ! 11 ! 1 ! 
tt tt ! ! ! ! ! 


me ‘me * mms * mmmmmemees * smmaqnns ae emma 
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On a noté Ml" le vrai et "O" le faux. On voit immédiatement 
que lorsque "A > À" et (a => B" sont vraies en mme temps, il 
nt & 11 " " 
en résulte que A AB À, A et LvB =» À y B, sont 
vraies en meme teïps, 


{ RIGONOMETRIE 
++ === t000008====———— 


— -000— 


= A3 _ 


4 7 Dénontrer les formules de transformation suivantes des produits de 


mms 


fonctions trigonométriques en sonres # 





; ; DORE Ra | © 
1) cos.. 1 008 ve COS XF cos ( 1qtes et £ nn) 











2) a) sin x. sin x Sin x, = 


SU LE 





re pa CN 
ES - oi sin x = 


K.. ; 
optl EP e (—1)" sin GÉRRT 
“ Li E 


da CEE | £ he 
2ps4 2e 1) | ($ press Con 2:12 


+ + 
$ UE R ; | A 
ù €.- Lee. un SR 


gti.) is En) | (Errer En) € LUE 


s 


SOIUPION, . 
L'ensemble Le a contient tous les m -uplets (£ LE £ m) 


qui ont les composantes Ë s= + 1 arrangées de toutes 


1e Lu … 
les mnières ROSE mis telles que si ( * HE ra se LS V2 


Fm 
alors (— € res _ cf € me Donc A ne en tout + 
(crc + )s2 = pi éléments 

m ma ..e m - 


Pa 


par ts , O“K<m, on 2 représenté le nombre des muplets Eu 


. tels que : K composantes sont égales à — 1, et les autres 
m-K sont égales à + 1. . 
-+--1)-On fait la démonstration par récurrence Sur ne 
Le cas n = l est évident. On suppose l'égalité vraie pour ns 


on la montre pour n +13: 











. LL 1 > | 
(cos mm ecsx) cos ee TE M cos (E, x. +esot 
(S senc JE x 
: An Sa 1 : n 
L © ‘ BE d 7 
+ € )cos US one à cos CE PE test 
(Es oi rs £ Ed 
FE + Se ) + cos ( E 1 Hot Et % 1) | — 
D > ss. 
= ASE _ LP CR 
no __ cos 1 yteetË HE de 
(e Le n+1)€ FT ppp 
2) a) On applique aussi le »:i-onnement pa. récurrence pour p K / *. 
1. 
Sip=lona sin) sin, = eu | cos (%, + X,) — cos (se + 
+ca,)] qui est vie, 
On suppose l'égalité vraie por *;;, on la montre nor p + L : : 
-- ‘qe e 2p * Dr. " Zp+2 : 2p-1 | 
€ 1°€4p Ar 
cos (Eye r...+E 2“ 3p )' 
ns! 
_ ’ ee (1) > K ee 
e. sos 20S Xop+2 = ETS 2 : (1) cos (£ Jet 
LR 
(CEE "2p/< “ 1e 
Mie 


1 + ! 
L= x 2p+1 2p+2 


2p+1* 2e + 
CM - 
: (1) . à cos Ce 1 2t qhecet ee 2p < 2p 
2p+ ee 
2 
(= 72e PAL 


+5%, 0) + 008 (F,K test E op {207 ’opl" op+2 


 2p+2 


ie A5 — 


(On peut démontrer simplement les relations : 
CG É 


FEES (Eyse.es E -1)}, (€ Je € 91) CE 15°. Es) 


ja 


FF, 


Les — = | Éjsooe E 2571); (E LS £ m1) , (È 129%? EL 1,72), 
. < ri L 
Ds CF ques € ,»1:1) tels que (£ 12°. £,) € & 
On peut aussi généraliser ) 
2) b) Première méthode : par raisonnement par récurrence pour y» Æ K/* 
(comme les questions antérieures). 


Deuxième néthode :! 


ee. CC OS 
(sins _...sin 2x ) sin = (2) 2 | (1 
ES 2p 2p+1l 
2 2p-1 & 
( 2 1° ss LA 2) € 2p 
P 
Ë | | : (1) 
Les ee de 
L u LI 
Dé (1) j sin CE qKgteet È 2D 2p* K 5p41) + 





4 


FA 


a] 
ds 


j 
ES 
G 
1 


Soit P (x) =2 PRE 


Démontrer que pour n à 2: 
nl 


sin 0 pe TL sin 2x. ] P (ee. p (p (cos x))...). 
i=l i fois 


SOLUTION, 


a) On va démontrer par récurrence que pour n € \/* on à 3 
sin 2° x- 2 sin x cos x cos 21 X CoSs 4 X ... COS CH T (1) 
Pans le cas n = 1, c'est évident. 
Supposons l'égalité vraie pour n, on démontre qu'elle est vraie 
aussi pour n + 1. 
sin 22% =2sin 2 x cos 2° x. PTT sin x cos x ... cos PTT Lcos x 
(on a utilisé l'hypothèse de récurrence). 
b) On va démontrer par récurrence que pour i € A/* on & 
Sos p (...p (p (cos x))...) 3 (2) 
Le cis i = 1 ona cos 2 x = 2 cos? x - 1 = p (cos x) 
Supposons l'égalité vraie pour i on démontre qu'elle est vraie 
aussi pour i + Ll: 
cos 2-2x = 2 cos? 21x = L = p (cos oi x) = 
#: D (P (D œ (cos x))...) ) 
RS ame 
i fois 


En reportant (2) dans (1) pour tout cos oz , il va en résulter 
l'égalité cherchée. 


= A7. 
‘ ; . H fu ‘ : 
Soient s,n € JK/% les rationnels K; , P; avec Lx ig£gn ,et les 


“40 rs 3 en 
fonction, continues f,, g. 71] ” — jf , aussi 1<i<n. 
_ + 


a) Déterminer un procédé de résolution pour ‘fquation ! 


2 CT .. À : 
sin £, (tpocoss 2.) cos Fu (&yssees x ect sin £, (CPAS E 


re ‘cos Fe. (Æyseo.sx.) = Ne 


ee 


b) Trouver une condition nécessaire et suffisante telle que l'équation 


antérieure soit éauivalente au système d'équations : 
La K | 
sin “f, (Æse.:x.) +... +sin £, (Gyse..x > n 


P- P 
L 
cos 54 (&» ec ex.) + oo + cos “æ (js e. 2.) = Te 


a) ie membre droit de l'équation est une somme de n termes, chacun 
æ - ,, à - L : : 
Æ 11,11 , Donc chaque term doit etre égal à 1, puisque sinon on 
z S <ne D'où,l'équation est équivalente au système ! 
sinfie Éoeet ) —. À B: { 2.7 ) = hat € Lssoeon , 
d ak S 1 S }. 


qui es équivelont È 


K. : 
PRE EN . er | — 
is fL (Gsc..X.) = l si f, (&,se..5x,) 1 
@) Q1) œ ar) 
de ( x )})=1 (es (x æ)=-1 
LCOS B: Æss08es a 8; JP. s 


gui sera résolu normalement; on obtient ensuite un système algébrique. 
b) Le système de b) est de mme équivalent au système de (1!). Pour 


que l'équation de 2) soit équivalente au système de b); c'est-à-Cire 
Fi i 

> $ . sim 5 1! c = nsrs x 

à (11), il faut éliminer le c:s (1"). Donc, si K, 7, P, LA LATE 


U,; V, sont des entiers, 1 Ki ns alors il faut que : 


ou RE . ( 
Fit rest: il existe au moins un entier de T9 LE Us it 


qui Soit Paille 


—— 


GEOMETIIE 





= 


9 


CA 





. On trace les projections M, d'un point M sur les cotés A, Ai, 


du polygone joe À Montrer que : . 


#4 ., 2 æ 112 | je, il 2 
ci M, A TO FH, A jf" = M À li +. ea ke Ï + 


SOIUTION 

Pour tout i on a : 

} 2 2 F 2 : CRRTE 2 
Nam, | Jef" a Mif fe ft, Hs an] 


i 


T1 5n résulte que : 


2 ee ee . 
ln A ll? À =} - Ball D'où à 
NUE: : |] I i +4 
<— 
7 CHE LA SI, Li) = 
Dé UE 





4 2 , 2 _ : 
al MA, il — I} MA, Je 0: 


50 


42. Sur une droite se trouvent les points À; Anse) A, dans cet ordre, 








Soit 1 = ES et D = | ne |  Démontrer que 
ñ, ny 
2 | À; Au: || Se > j À, À 41; |} d 
i=1l 5=1 
SOLUTION: 
a) n = 2K =) n=n sk 
Notons IjA Ai, =x > 1< i< n-l. (1) 
EE KE 
La relation de l'énoncé devient 1! > Ja, IE Haas oil 
= ce | 
: K 


De (1) on a : N (x, + x. 





+ 3r4) 
Le membre de gauche est égal à 
Æj FX + toeet Lg 
£) TE test Zpt Apr 
Xe + pl Host Lo] 
qui est égal à x, + 2x, + 3x, +..,+ Rx + (Kk-1) est (K-2) Zpsoteset 


+Epi (2) 
Le membre de droite est égal à 


ZX; rx Fe +... FE Xl + + Xopo + Xp] + 


US .… FR # + Ego + 


ee. + . 0 ee ee ee 


+ 


qui est égal aussi à (2). 


b)n=2%K+1—) 0, = Ket n, + K + 1. Ia démonstration est la mme. 


5.33 Soit AB" :m triangle quelconque st © le centre du cercle inscrit dans 


ce triangle. Sur le coté BC on rrend n points À.» …. À» dans cet ordre: 


tels que les droites AA, ass AA partagent l'angle RAC en n +1 


parties égales. On procède de mnière analogue pour les cotes CA et AB 


sur lesquels on prend les points B;s 9 B, , respectivement SERRE" . 


Montrer que Le point O appartient à da figure géomtrique déterminée 


par l'intersection des droites AA, 9 BB, , cc; si à, 23 vs Nn/e 


SOLUTION: d 
TN Tec til: { n+l 
a) Si 5 i 5 


des angles A, B et ‘6 parce qu'elles partagent les angles en deux 








- {= i, alors AA, » BB, et cc, sont les bissectrices 


parties égiles, Donc O est l'intersection de celles-ci. 


b) Si ee L i, alors A4, 9 BB; ; cc, ne sont pas des bissectrices, 





Elles se coupent deux à deux formnt un triangle qui se trouve à 
l'intérieur du triangle ABC. On obtient le petit triangle de la 
figure (1): 

Soient D, BE, CF les bissectrices 
es an-les À nr C. Celles-ci 
peuvent bre à gauche des droite: 
LA, » BB, » OC, (en regardant les | < 


droit scorme partant de À vers À, 


tout és dieites Eur de me (1) 





on à le cas où les droites se trou- 
vent à gauche. On aura la mème démonstration pour l'autre cs.) 

Parce que AD se trouve à gauche de AA, et que O0 AD, il en résulte que 
0€ A Ce Parce que RE se trouve à gauche de BB, et que OZ BE on 

a OC ABB.A. De mm, 0 € A CC,B. D'où 0€ 4 AAC N A 3B,AN 


D Acc. 8 
pi 


,34.On donne n droites sécantes deux à deux ct non coplanaires trois à 


trs 


7 trois. Alors toutes ces droïtespassent par le même point. 


SOLUTION: 
On considère le cas n = 3, 


Les droitesd, et d, sont sécantes en K; & coupe d, 


d, en M',. Si M Æ Met ML M, alors les trois droite: sont 
coplanaires. Absurde. Donc M = M = KA, 


le cas n'> 3 se réduit au cas antérieur, 


en M' et 


Parmi les n droites on en prend 3 quelconques, qui satisferont 
la conclusion, Parmi ces trois droit-son en prend 2 quelconques 
et une autre parmi les n — 3 droitesrestées. On obtient ainsi 
trois droite qui passent par un mc me point, qui est aussi M 


Et le procédé continue jusau'à ce qu'on épuise toutes les droites, 


- 53 


# 


5.2£ Soient n points À» .. A, dans un plan, n > m Z> 3, tels que »11 





points quelconques d'entre eux forment un polygone régulier, 


fontrer que n = m 


SOLUTION : 

1) Le cas m > 3. Soient m- 1 points dans le plan. On ajoute un 
point nouveau et on constitue un polygone régulier de m cotés, 
Chaque polygone régulier s'inscrit dans un cercle, On peut considérer 
au début que les m - 1 points se trouvent sur la circonférence d'un 
cercle. Evidemment, l'autre point (qui est ajouté) se trouve sur le 
mème cercle, et il est bien déterminé, puisque le cercle est divisé 
en des arcs égaux Mais, par les m -— L Z 3 points passe seulement 
un seul cercle, Donc à m-— L points on peut ajouter un seul point 
pour former un polygone régulier (de m cotés }a Linsi que, le nombre 
de points qui ont la propriété de l'énoncé ne peut pas dépasser m 3 
mis, aussi, il ne peut pas être inférieur à m parce cu‘on ne peut 
pas former un polygone de m côtés. D'où n = m 

2) Le cos m= 3. Alors m- 1 = 2. Ayant deux points distincts, pour 
former un triangle équilatéral, nous pouvons trouver ! 

soit un point dans un demi-plan, soit un point dans l'autre 


deni-plan (les demi-plans déterminés par la droite qui unit les 


deux points et partare le plan en deux parties). A, 

Si A MBA, et À LA, ou Le 

équitatéraux, alors AAA, \ 

n'est pas écuilatéral, Et AN À, 
4 

la démonstration est analogue \ 

au ces 1). À 


$.2£,.Cn considère un polygone (qui a au moins 4 côtés) circonscrit 





à un cercle, et D l'ensemble des diagonales et des droites qui 
joignent les points de contact de deux cotés non adjacents. 


Alors D contient au moins 3 droit: concourantes. 


SOLUTION: 

‘Soit n le nomtre des côtés, Si n = 4 » alors es deux diagonales 

et les deux droites qui joignent les points de contact de deux 

cotés non adjacents sont concourantés (conformément au théorème 

de Newton). 

Le cs n > 4 se ramène au cs antérieur : on considère le 

polygone quelconque & su À, (voir la figure) cirronscrit au a 


on 
cercle et on choisit deux sonrets À, s À; (i PE 3) ee. /\ 








tels que à A? 


Soient B,, à É , rer 4 ; 
les points de contact | : 
du quadrilatïère FA.RE, avec le cercle de centre 0. 
Grice au tréorème de Newton, les ATORER ES B;3; er 


Sent toncuurantes, 


27,Dans un transe ABC svient les céviennes AA! ,; BB! et CC' qui se 


, 





coupent en PF. Calculer la valeur minirum des l'expressiongt: 


ap 1 Hæi ll ce /l y AP 16PD_ CPI 
ee TETE ET ai Le PAT PS NPC ? 


SOLUTION, 





On apolique le théorème de Van Aubel trois fois pour le triangle ABC, 


et il en résulte : 





4 | | 1j 
je cel lac: 1 lag l 
jeu Hess 
(2) k LA - pat LA } sc! || 
ED: AC il ji C'A À] 
(3) M cp LS oi x I ct fl 
LPC: }| HA’B{l l}3'A}} 


Si on fait l'addition dec-s trois relations et qu'on note 


Lait n | 
ljctæil j sci Ha'ci] 


on obtient : E (P) - G+L)++L)+Gm+2)> 24242 = 6e 
X y Z 


La valeur minimui sera obtenu lorsque X = = 4 = 1 
, 


c'est-à-dire que F serez le centre de gravité du triangle. . 


D ton tn at 


a. 
F(p)- +2 À)+{ rh) > d. 


S.3$,$i les points À » B, sr C. divisent les cotés BC, CA, respectivement 





AB d'un triangle dans lé rapport K, déterminer le minimum de 


l'expression : fa ? 4 fl BB, ji” à JC. il re 


SOLUTION: 


On suppose K2> O pires quon travaille avec des distances. 


Has y =x sels  Hcosi -xifcaf] ; jiac |} - kilasli « 
On applique trois fois Je théorème de Stewart dans le triangle ABC, 
avec les segments AA BB, , respectivement CC, : 

Mae. 2) GO + Jjac|}?. jpec JPX- Je Je fpecf-iecit Go 
ous (1) 44}{ = (-0 }}asf? + k fjac]ff - (1-0 Km” 
Analogiquement : 


@ pente 0 sc +? - QD kjac} 


fl 


I 


G) ouf - 2-0 paf +rjpelé- 2 xjuff 
Par l'addition desces trois égalités on trouve : 
Ja + JE + LOG ll = Gr) (jlasl ec? +1) capf*), 


qui prend la valeur” mAimum lorsque K = Le , c'est-à-dire le cas 
2 


où les trois drois: s de l'énoncé sont les médianes du triangle. 


3 


Lee CAB + j}BCI* + [| CA). 


.. ST 


$ 39. Dans le triangle ABC nous traçons les lignes 44, BB,, CC, concurrentes tell que 
AB +B,C°+C,4° = AB + BC +C,A° et l’une d’elles est la médiane. 

Démontrez que les deux autres lignes sont également médianes ou le triangle ABC est 
isocèle. 

Solution. 

Nous supposons que A4 est la médiane sans diminuer la généralité du problème, donc 
A,B=A;C ,et de la relation dans l'hypothèse il en résulte: 

BC°+C,A° = AB + BC (1) 
De la concurrence des lignes 44, BB, CC: et le Théorème de Menelaus il en résulte 


que: 
AB, _ AC, © 


BC CB 


| .. AB | 
Nous faisons la notation —1=%#, k > 0 ; d’où nous avons: 
1 


BC°+k°CB° =k°BC°+ BC. 
Par conséquence (e - 1)(C,B° - BC?) = 0 , et d'ici nous trouvons £ =1ou CB = BC. 
Si &=1 alors AB = B,C et AC = CB donc par conséquence BB, et CC, sont 


médianes. 
Si CB = BC de (2) il en résulte que 4B, = AC, et par conséquence AB = AC, et le 


triangle ABC est donc isocèle. 


1 


5.4. Dans un :riancle on trace les céviennes AA, 5 BB, et CC 
sécantes en P. Montrer que > 

FA PB. . _PC_ _ AB-‘BC:CA 

PA PB, FC, AB'BC:CA. 


SOLUTION : 
Dans Îe triangle ABC on applique 


le théorème de Céva.: 

(1) AC," BA; CB, = — AB,: CA; BC, 
Dans le /! AA, B; coupé par la 
transversale ‘CC, +» on applique 





le théorème de Ménélaus : 
(2) ACÿ BC'A,P = APA C-BC, 
Dens je À BB.C; coupé par la PR A + on applique 
aussi le théorème de Ménélaius 5 
(3) BA CRBP = BPB)A:CA 
On applique encore une fois le théorème de Ménélaus dans le 
À CC,A coupé par la transversale BB, 3 
(4) AB:C,P-CB, = AB, CP:C.B 


On divise chaque relation (2), (3) et (4) par la relation (1), et 


il viert : 


(5) -A LR le 


LU | 
(6) LE A 

PB, CE, C 14 
D He 

1 d'° 
On multiplie (5) par (6) et par (TY . on 2. 
_PA PB. PC AB-nc:CA  ABj* PC … 
M 26 LEO : LRO 

mais la dernière fraction est égade à 1 conformément au 


théorèm de Céva, 


_ 5.44. Soit un triangle ABC qui a tous les angles aigus, et on considère 
A'B'C', …e triangle formé par les pieds de ses hauteurs, 
Dans quelles conditions l'expression 

ats' j j'ot}t+ JB'c'}i « -}to'a') ji +}fc'ah 281; 


estelle maximum ? 


SOLUTION « 
On a 
\, ABC r- tnt Pr 
L A ATB'C (1) 
re Ê AB'C'e és A'BC! 
Un note 
 Natil = 3x, !}CB'}| = 


(AC =2. Il en résulte B PU AN 7e 





que jt AC | = à —X;, jB'A;} =bey- * A u. - x C 
Ijc'Bj; = o-2. | 
ER eus. mt ms LAN en, Pa s ns er un Re 
BAË = B'A'C = BAC! 3 ÂBC = ÂB'C' = AIBIC ; BCA = BC'A! = B'C'L 
De ces égalités il résulte la relation (1), 
llatet | 
JS A'BC' + A AtBIC Harcti a (2) 
a-Xx.  fJjatt}i 
Ac! à 
PAS A'BC!'+. AaBtc'! =) Ha'c'i = Sr (3) 
Z BC}; 
tant 
AAB'C' # À A'B!'C — Js'orit = PL Ler Des (4) 
y Jia" fi 


De (2), (3) et (4) on tire que la somme des produits de l'énoncé 
est égale à : | 
X(a-x)+y (b-7) +72 (SSD se re 


Â 
-a-+Y-(- + )? - (2 - 5-7 qui atteint son 
mximum lorsque X = + > 7 = + 27% = c'est-à-dire que les 
PTS 2 


hauteurs tombent au milieu des côtés, donc lorsque À ABC est 


équilatéral, Le mxinum de l'expression est _. (a? + ©? + co) » 


= 60 - 


2.42.Soi».r points distincts Aseses À sr la circonférence d'un cercle de 


centre © et de rayon R. | | 
Montrer qu'il existe deux points À, et à; tels que }} À. + ck. il > 


2 ?R cos _180°_ : 
n 


SCLUTICN: 
rt 


Comme . S= 4 A OA, +4 A, OA, +... + À A 4 OA + A Où = 


sa 


= 360° et que ie à, 2, un) #4, 04,,, 7 ©» 


« 


il en résulte qu'il existe au aoins un angle 








7 360. à 2 : & _360° ts 
“ À sé RE (sinon il en résultærait que S Per 
= 360°) 
= À 
CA, + OÀ, = OM == Fr 2 
| Sn: 
li OA, + Se ll = li un ° A à * À ; 
Le quadrilatère ; Lo 
. : . fo ER JE 
OA, MA. est un rhombe. . \ « ji "M 
* \ 
Lorsque :.’ ost plus petit, | R N 
—, p4] “, LT À . 
ji} OM Il est plus grand, 1 Phnom à 4 
Sun irn A ..* 
Comme > < 360 , è 
il en résulte que ! 
ne ee M. nu 
H Œjj =2Rcos +>2R oc: ER : 
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FC 4% Déierniner le nombre mximum de points qui se trouvent dans un cercle 





ou sur sa circonférence, tels que la distance entre deux quelconques 
des points soit supérieure ou égile au rayon. 


SCLUTICN: 


a 


Le coté d'un hexagone régulier inscrit dans un cercle a la mme 





dimension que le rayon du cercle respectif. D'où il existe au moins 
7 points dans un cercle qui ont 1a propriété de l'énoncé ?: un point 
dans le centre du cercle, et 6 points sur la circonférence du cercle 
tels que les six points constituent les sommets d'un hexagone régu- 
lier irscrit dans ce cercle. 

Les 7 points choisis sont pris d'une minière optimle, Par 
exemple, si l'on essaye de construire l'ensemble de points qui ont 
la propriété de l'énoncé du problème, il ne serait pas du tout 


optiml de rendre le premier point différent du centre du cercle 


ni sur la circonférence, D NqR, : 
; Re 
Ainsi, dans la figure ET \ 
géorétrique ci-jointe, en ER À 
| on 
prenant C, dans l'intérieur LE SR ! 
1 - ee nn , ; 
Lane Ro CS 
du cercle et différent du F GT} } 
| ÉD 
certe, alors dans la portion Ye / 
° Ni 
1 7 = + 5 NON nn nd 
hachurée (aui est un cercle Va e 
A Le 
de rême rayon que le cercle | | TT 


initial, et de centre Ci» cou- 

pé par celui-ci) on no peut plus prendre aucun \ point. Donc le 
rieux est d'avoir la portion hachurée 1a plus ptite. Il en 
résuite que © doit être sur la circonférence. D'où cela impli- 
aus que les autres point Sont 5 sur la circonférence tels 
que les 6 points vont constituer un hexagone régulier et l'autre 


dans le centre du cercle. Ainsi on a construit 7 points. 


— 62 — 


e 


5 hb.Cobien de points se trouvent dans une sphère (et sur sa surface), 
tels que la distance entre deux quelconques d'entre eux soit 


supérieure ou égale au rayon ? 


SCLUTICNS 

A ner mon 

On considère l'un des grands 
cercles de 13 sphère, déter- 
miné par le Plous A OA,» 

où O est le centre de la 4 


sphère. Sur la circonférence 





de celui-ci on prend les 
points À,» Asesosh tels 
qu'ils constituent un hexazone 
régulier - donc, la distance. : 
i A, A, H> au rayon de la sphère, pour i Æ i. On construit un 
plan & À MNO perpendiculaire au plan À, 04, qui coupe la sphère 


d'après le cercle ä À IN. Sur la circonférence de celui-ci on 


prend aussi 6 points cui constituent un hexagone régulier, parmi 


lesquels seront À Eee Puis, on trace le troisièm grané 

cercle de la sphère, déterminé rar L , À s Met N. Aussi, sur 

la circonférence d& ce dernier cerlce on prend 6 points, les 

sommets d'un hexagone régulier, parmi lesquels A et À .Ete. 

On à en tout 6 + 4 + O = 10 points, et si on ajoute le centre de 

la sphère on obtient 14 points qui gardent la propriété de l'énoncé, 
Cette façon de construire les points est optimle, Si on commence 

la construction des points, par exemple en prenant un point À qui 

n'appartient pas à la surface de la sphère et qui est différent 

du centre de la sphère, alors la sphère de centre À et de même 

rayon va occuper une grande zone dans la sphère initiale, mis le 

but est que cette zone soit la plus petite possible, D'où À appar— 


tient à la surface, Et la démonstration continue de même 


. 


+ 


2,45 Soient n points- distincts dans un plan, reliés deux à deux par une. 
droite; 


a) Quel est le noribre rexirun de droites que l'on Fe cons truire 
avec ces points ? : 


b) sim points seulement, 1 £ M <n , sont colinéaires, combien 
de droites distinctes a-t-on ? 


c) montrer qu'on ne peut pas avoir (n=2) (nx1) droites, 
quelle que soit la façon dont on arrañge les n points ÉARPAASSSS 


SCIUTICN + 


Soient As À, les n Are distincts. 


+. 





a) Si ceux-ci sont trois à inoss non colinéaires, alors on peut 
former toutes les droites possibles ! . Lé 
À; e avec i< j et (i,i) €. 4 lseooon à Dos tes 
druites. | | | : — 
b) Si Asso sont colinéaires, HE les Sr À avec 


h<k et (h, k) nn sont les memes, et consti- 
tuent une seule droite. Alors il reste : 
D RDS 0e : 
n RE, _ 2m EL) ie n'mmirn +tM#2 jrojtæcdie- 


2 
tinctes,. 
een s ie L).+ 1 


Si les n points sont trois à trois non colinéaires, on a vu 


‘qu'on a te droitss distinctes. Sirm points sont 
colinéaires, on a æm(m-1) — 1 droites en moins. 
Mis Bi) 1, € em } TE _-m- 4 = O qui n'admet pas 


de solution naturelle. 


Par exemple, si on a 3 points colinéaires, on élimine 2 droites 
du total de n_ (n-1) 


D] , mais pas une droite comme il faudrait, 


$ 47. 


sente 


— 65 — 


Soient n points distincts dans le plan, trois à trois non colinéaires 


Àjs ssh Trouver le lieu géométrique des points M À; »s 1Ti<n; 


tel que n'importe quelle droite “ui passe par É et qui ne contient 
aucun point A, (1<i <n) divise le plan en deux demi-plans qui 
contiennent l'un [3] et l'autre | 


LR] 





L | points. 


SCLUTICN: 


Pour L construisons le trian:le À fa À 


Notons JT le plan qui contient les points AjroesÀ et soit œé le lieu 
géométrique cherché. 


1) Sin 


fl 


2) Si n s où a À, 2| représente 


Fe ET 2, 5 


le segment de droite qui unit i£e la à À ct À, . 


1, alors bien sûr #- ui “ À : 
27 


3) n° >2. 

a) n = 2K. Soit d, la droite qui passe par À, ot mer un point 4, » 
8. 

2£5S,<n, telle que d'un coté ot de l'autre de la droito do se 


trouvent K — 1 d'entre les points À re , A, ess) ‘ 
2 81 141 


On a [&- 2k Ï- #2] = Ke Evidennent ©&é est inclus dans 
L 


[as a, . . On procéde ainsi pour tous les points A, s L£Li<n 


et on trouve que Fa ] As À 4. . Donc, si ‘tous cos 
i=1 Les 
segments se coupent on un point, alors nel sera x 3 sinon & = ÿ . 
b)n=2K+1; ma |+l-x et | | arr 
à ge + : : | 


— : 
— 


y. ? où A cost tel que 


1 LE 


la droite À “a partage le plan en deux demi-plans, l'un contenant 


K- 1, l'autre K points d'entre les points £, restés; cependant que 
À est tel que la droite À À partage aussi le plan en deux demi 
plans, l'un contenant K et l'autre K — 1 points d'entre les points À 
restés. Evidemment © e Au En . . On procèic de mme pour +ous 
les points À, s lL<i<n, et on trouve quex = Fa, À, A, È 
i=l & OV 


5 48. 


= 66 — 


Montrer qu'une sphère ne pout pas être incluse dans l'union de doux 


sphères de rayons strictoncnt inféricurs au sien, 


SCLUTICN: 
SoitS 1 la sphère, C son grand corcle, r lo rayon de la sphère 
(implicitement r ost lo rayon du cercle C). 

par l'absurde, soiont 8, ot S 


sphère ot tollos que Re sont strictemnt inférieures à Se 


les sphères qui couprenmnent cette 


On note C, (respectivement c,) le grand cerclo de 128, (respective 
nont S 2) tr, (respcctivonent . le rayon de la srhère 5, (respec- 
tivercnt s ))} implicitement TJ (respoctivemont r,) , cst le rayon du 


cercle C, (respectivement e,)! à 


On fait l'intorscction entre S ot 5, . 


a) S/} S, = P (un seul point commun) 
Soit O le centre de la sphère S. Construisons un plan FH qui contient 
le rayon OP. : 

iNS=cC cs, = P b. Donc 5, -? C — P ; s C'est-à-dire 


Le Contradicticn, 


2 7 | 
b) S S = Css (un cercle), Il en résulte que le rayon de 
1 \ ù | 3 | , 
celui-ci Te £. Tin } TT ve Tr, re 
Sy È ; 


Lors il cxistora un grand cercle C de la sphère S qui a la propriété 


que cf} S = g . Donc &, 2 C ct To 7 > r, ce qui est absurde . 


c) cos S S ot la surface de S, ne coupe pas la surface de 5, 


1— 
alors il existora un grand cerele c de la sphère S tel que C fs, = $#. 


Donc S, > _ 


à) Mm démonstration lorsque S VS, = # ot S, S Se 


c, ct alcrs To Z r, ce qui est aussi absurde. 


RER 


et Es 


ANALYSE 


On considère los noribros nrturcls K» 535 K, qui constituont 
une suite 2rithrétiquo. Montrer que si 2j, ee.s 2 constituent 
une suite arithnétique (respoctiveront gécrétrique) alors 


a a. censtituont une suite arithmétique (respective- 


mor, 


rent géorétrique). 


SCLUTICN « 


K, = R, + {i -1) T) 5 1<ispscotr, cst 12 rzison de 


La 


cette suite arithnétique, : 


2) Lorsque 2,5 er. 2, ecnstituent unc suite arithmétique, 


alors à, =, + (K, - K,) Tr = a +, (G 1)" 


F3 no 


où 1£< i< petr est la raison de la suite Ayo ve. 8, $ 


Donc La pes. àT constituent aussi une suite arithmétique 
P 


dc r2ison TT. e 


b) Lorsque a ce. à constituont une suite géométrique 
1° EN ; 


L ù + —_ we. “ T PR 
de raison q , alors a = a, *« qi EL = a, . (q NE : 


4 Q :E . 

où 1€ ip. Donc 2e » ee) de constituent une suite 
Le jo) s 

: 5 PR de : 

géométrique de raison q 


/.,£4.Soicnt les suites de naturels X, ct Ty telles que ZX, = ax, , 
kfns JA/* , et a Æ 1, De la progression 2rithnétique bj» Dosese 


on élimine les terres de rang X » n £- K 1% Montrer que parri 


les torms restés il existe une sous-progression arithrétique. 


SCLUTICN, 


On obsorve que si les naturels dpsooesis constituent une progression 


arithnétique alors | b, 9 se. b; ont la mme propriété, puisque ! 
1 s 
= ( és FE = 1. — = | : : 
A 2 lb, +#i, 1)r j= 2b, + (2, 2) r = 2b, +( Ti 
+ du -2r- (+ ;-17r ) + M+Gp- Dre 
= b, + b; 
3-1 j+l 
(On 2 utilisé à. = À 7 + i,,1) . 


Donc: on peut replacer b, , b 9 see Pir 1, 23 .… 


Il faut construire une progression arithnétiaque as 8, ie 


telle que a, £X » Vi, nan} / = K/* ÿ 
i+l n | 

A) Le ces'a = O'éét ‘trivial, | 

B) Soit a £ 0. 

8541 


tels que a + ir Æ DS GE Vi, n)€ W/ x/*. | (1) 


=a)+ir, où r est 12 raison. Donc a =?sr=? 
2Y -a, 
D'où i Sr “HSE 


: La 1 " É 
(ex, a a). TT &-. "À. e 


On prend r = > 2 (parce que a £0,a#let x cbr 


« Parce que i-- K/; on pose la condition 5: 


sont des suites naturelles, d'où a Æ&° {{/) où a =2- 1. 
aY —-a+l1l | | 
Ainsi i £ —————— eT -1+ = = fK{/ et 1a relation 


(1) cost vérifiée, 


= 741 = 


6&.S2.Yontrer que  ( 


SE Y # AIRES °} A ne j 
PRES 41 fn su À. : 


i : 


SCIUTICNe 





Supposons l'égalité vraie pour i = n — 1. Alors 


(ART AEXC AC TRES AL PA ge.) 


GPE 


rl 2 RE BE er j ÿ D 





 — 


f.57 Soient les enseribles f AT LES Ms où Ë, est partout dense 
dans Es et inf A = dans Le . 
Alors +: il existe inf À dans M, si et seulement si Ke M « 


lee question avec sup À, 


SCLUTICN: 
Suffisance, 


ii = f DEM iderr 
Si inf À = % dans FE, et = EL « Let alors eviderrent 
inf A=<A«< dans Æ . 


Nécessité, 
Soit mt = inf À dans M eDmo.….'e M. 
On sait que inf A =:x dans M, par hypothèse. 
1) Sissi' > ss , alors inf À =! x: dans M, . Contradiction, 
2) Sie ! < ‘x. » parce que M, est partout dense dans M, s il en 
résulte qu'il existe “<= É, tel que &x + PL 
Si Ÿ# À, alors << n'est ras égal à inf À dans K, 
(contradiction) ; dome “+ A, 
S'il existe w',2 (ct, w ) tel que f'e À, alors 
S %Æ inf À dans M, + Contradiction. 
S'il n'existe pas ÿ Le (set, X ) tel que X € À, alors 
k'=L inf À dans M. Contradiction, 
Donc : 


3)! = se s C'ést-àdire &M 


Dénionstration analogue pour sup Àe 
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# £4 Montrer que, quels que soient le ‘aturel n 7 O et le réel T }> 0, 
il existe une fonction À : IR — ff? de période T et telle que 
{É3 a la période — . Dans ce cos, si f est continue, dérnontrer 
que # s'annule au noins en n-1l points dans un intervalle de 


longueur T. 


SCLUTICN 
Soient ne K/*: TE if X . et la fonction #: IR JE »s de 


période T, qui a la  resepie tion graphique suivante ! 


LS . + ï 


A  - 
- D) ee pe ns vi 
(1) 5 re DT | SUR RS TC * 
" 


où tous les n deni-cercles de (1) sont égaux entre eux, 


Ia fonction | £ 3 iR —> ÎR aura 12 courbe suivinte : 





\ 
2, 
#7 D ce MT " POI 
CR. es 
a| © ré ra ed x 
É. _ 2 — te sjosltrinnie 
-+ Le] Ca) de de 


dcne la période &e celle-ci est — e 
Evidenment, il existe une infinité de telles fonctions, parce qu'on 
peut remplacer les demi-cercles de (1) par d'autres courbes telles 
que la propriété de l'énoncé soit conservée. 

Nous devons montrer le deuxième point ! 

le ces n = 1 est banal. Soit n > 1. Soit K le norbre des points 
pour lesquels £ s'annule dans un intervalle de ‘longueur T. Mis K 
est non nul, puisqau tautrerent il en résulterait que! ti L. - où 

Eee ‘sur ke, + c'est-à-dire que Ïi fla la période, Te. 

Donc K > Li ? © (x) = © <—> Ale C. 
(3) Puisque LE (x) s anti au moins une fois (on a KZ 1), il en 
résulte que 1É 1S ‘annule dans un intervalle de longueur ca cu dans 
l'intérieur de celui-ci ou à une extrémité de celui-ci. 
fais, dans un intervalle de longueur T on a n intervalles de 
longueur _ . Donc | E is'annule au noins n-1 fois dans un 
intervalle de longueur T, et sachant (3) il en résulte la dernière 


question de problère. 


& 74 - 


£.;#,Soient les fonctions positives 7. _.,.,.., f sur un intervalle I 
# 1? 9 fn , 


telles qu'elles varient dans le mère sens sur cet intervalle, 


Alors ANT varie dans ce mm sens sur I. 
‘à LES 


SCLUTICH, 





hr 
Cn considère que toutes les i i sont croissantes. (Démonstration 
analogue si toutes les L i sont décroissantes), 
Cn utilise le raisonnerent par récurrence. 


Pour i=2. SoitX <x ; 


(F1 fe) Co) - (a Po) (1) + .&) fe Co - 2 En. 


K L J 
Fa PT Rs 


; 
. (Æ ) bebe > Ce 
Fo 
D'où, } n est une fonction croissante sur Ie 
On suppose que ÿ, sé” ne est croissante, alors 
fe... ie 17, est croissante, parce qu'on peut noter 


# 


Ye ee. 178 qui est ne et croissinte 2 l'hypothèse 
de récurrence, et Le dés fa fs qui est croissante 


confornén nent : à la dénonstration pour i = 2, 





à 7 75 2 


£ ££.Soit n un naturel non nul. 
a) Déterminer les fonctions Æ U< — ilè , ispaires, dérivables 
2 n fois, telles que la dérivée d'ordre 2n soit non négative. 
b) Déterniner les fonctions g R—}k, paires, dérivables 


?n - 1 fois, telles que la dérivée d'ordre 2n - 1 soit non négative, 


SCLUTICN : 
a) ? (x) = - { (x) 5 7 X£€TR. I1 en résulte que p2)(0) — LÀ 


stars 20), 


Mais 5 (2h) (x) >0et y EC Z 0, cela implique que 
} (2n (X) = O0 sur Pa 


Pr l'intégration 2n fois, nous obtenons # 


: 2n=1 2n--2 : 
Ç (x) = ne + Bone X + os +aX +80 3 axée 3, ETR 


Puiscue £ est impaire, il en résulte : 
a RE aX+e Sa a PE, 


1 


Fee Host 8 X 8, «+ On obtient a = à = 


2n—2 | 
SX not (1) n2 © Éon-4 


=eso— æ.. Le Ce 


d ” 2-1 ?n-3 
Donc £X = 8, À +83 x +eoet à, Xe 


Ex 
ji) 


b) g (X) = g (-X), + x< ljà. Il en résulte aue gt2-1)(x) = 
POS CR 


Cr) Zz 0 et et) (x) Z ©, cela implique que ACROSS 


sur IK , 
Par l'intégration 2n fois, on a 
g (x) = CC ŒRnD + b,X + be) avec DE I,0 <i< 2n2. 


Parce que g est paire, il en résulte que 
Le] Æ 3 


_2n-2 3 = |. 2n-2 L 23 
bo X + bons <. 7 test bX + D 5 b X b, +e.e 


i + À “5 ‘ ë 
et(L)T bi 7 test (1)b, X + b, Nous obtenons b,_3 = D 
ces — b, = C, 


_ —À 
Donc g (x) =D, LX CP dE Host b I +be, 


| - . m 76 — 

8.57. Une fonction ÿ : Ji —_ ie adnet un centre de symétrie si et 
seulement si il existe deux constantes réelles à et b telles que 
la fonction g (X) = L (X + a) — b soit impaire. 


Dans ces conditions, Le centre de symétrie a pour coordonnées (a, b). 


SCLUTICH:e 


Nécessité. 
Soit C (ss f À le centre de symétrie, On pose a = <k et b 7e 
Faisons une translation des axes, en déplaçant l'origine en C (a,b). 


Les formules de changement au repère OXY en CX'Y! sont : 








(x'=x-a x=x +a 
# N 
\ ÿ 

ne eg" FD 

Donc y = Ÿ (x) devient y' + b = # (x' +a), ou 
Le 


NE | TT FN 
s'={ + a) — b. Notons g (x! =f(+a)-v, erik— R : 
La fonction g admet un centre de symétrie, qui est mème l'crigine 


des axes. D'où g est inpaire. 


Suffisance. 

g étant impaire, il en résulte que g ädmæt l'origine des axes pour 
centre de symétrie. : 

Cn fait une translation des axes, en déplaçant l'origine en C" (-a,-b), 


Ainsi les forrules de changement du repère CXY en ©" X" Y" sont : 


(x"=x+e x=x"-a 
PEN 
j Ty 
(y'=7+b y=37"-? 
Donc y = g (x) - [(œ+e)-v devient y"-b={(x"-a+a)-%, 


c'est-à-dire y" cf (x"). 

: Comme g adrkt le céntre de symétrie ©. (o,o) dans le repère OXY, cela 
implique donc que À admet le centre de sons e) do dans le repè- 
re ( ON x" TU, 


€.S+. 


 . < 
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Dans un système. d'ax ces orthogonaux , une fonction ÿ : IR —} Ti aèmet 
un 2xe de symétrie si et seulerent si il existe une constance 
réelle a telle que la fonction g (x) = ? (x + a), est paire. 


Dans ces conditions, l'axe de syrétrie ä pour équation x = a, 


SCLUTICN: 

nn 

Soit x = mé l'axe de symétrie de 1a fonction Ÿ . On pose à = « 
Faisons une trarslation.des axes, en déplaçant ‘l'origine en 0! (ao). 


les équations à changement du repère (OXY) en{0' x! Y') sont : 


RU RSR pin . x! +a 
AREA dé 3 = 7 | 

} {: IH > 
Donc y = ÿ (x) devient y' = f(x! +a)=8 (x'}), g! — K. 
k admet Dour arc de symétrie la droite x = a. Il en bp que g 
à et pour axe de symétrie la droite x! = o (dans O! x! Y'}), c'es 
àdire l'axe 9 Y° 


D'où g est maire, 


= 


Conme g est paire, on à Ou 8 :sûmet l'axe CY pour axe de symétrie. 


On fais une translation des axes aussi » en déplaçant l'origine en 


0" (-<,o). Le passage du repère: (OXY) en (0":x" y") est donné par: 
Srterx+a ee 
dy" = y NS 6 3 =3" 

Donc y = g (x) = Y {= 2 &) éevient 7"- Ê x"). 


g admet pour axe de symétrie la droite x = Os 


d'où il en résulte que j admet pour axe de symétrie la droite x" = a. 
El 


= 70 —° 


46.59, On considère los fonctions continues À, B, C : I» fe s ù I 


_ 
ost un intervalle formé de /K , avec à (x) < C (x) < B (x) Ÿ x€ I. 
Soient X4, :, € Ts x Lx, » ot À (x) = Ga). B (,) = fo) où 
}ÿ est unc fonction continue sur Ce x, | . Montrer qu'il cexiste 


Z3 € [x x, | tol que C (&) = ÿ () | 


SOLUTICN{ Prouve par l'absurde :! 


‘On suppose auc 12 conclusion n'ost pas jus . lors 3 


: £ 1 : 
re [xx] ôn a C (x) ZË@,0o0&-f@ #0. 
Les ? # 
C ct Ÿ étant continues sur ET Z) Î + i. on résulte que C sf 
cst continue sur À x ZX, | . Donc :? 
#xExs x] c-f@ 70 œvimsxefx x] 
r | 
C (x) - ÿ (x) < c. 
On traite la première situation (l'autre sera analogue). 
Puisque A (x) < c(x) < B(x) sur I, ma: 
A (x) A (x) Le (x) - Ê (x) << 8 G) - } (x) sur [xs x |. 
La _ ré a _ l L Ë ; 
Cu C (x) , (c9 LB (x,) (x,) O0. Contradiction 
D'où, la conclusion qu'il existe x €|x, , x, | tel que 


C (x) = (G) cst juste, 


ê 


é.6E0. 


Dem 


Trouver les réels a, b, c, tels que 


_. a(2X - X2)+b(X + _ _1)+c (3 - 1) 
Z ste X)E DAT 4) &-6 (4x4 + 1) + KE + SX 


SCLUTICN: 





(4) 


Cn peut écrire 


ji mes toe 3c) x + Ca + 5b = c) tea 
X —-,(52 - b + 40) PAR (-a +5) xX+0C 


Si Sa - b + 4e  C alors la limite de (1) est égale à 0 Æ 1. 


Donc 5a - b + 4e = 0. Il en résulte que 2a + b - 3c = C; 


+ 
ÿ 
N 
# 
_ 


parce oue sinon ,; la limite de (1) serait égale à 


> ù EE v_ 
Donc lit. ne HOPS ce) x or LU 1, d'où PRIE See DE D 


X —-s. DE + + (a + 5) X +c 2 


Ans i les réels :, b, ce vérifient le système : 


5a — b de Zc SE 
2a + b=3c= 0 
es 2. 


Cn résout et on trouve des eos 





PS n = 46. Ge = 14 
Too + De ce 2 nr 00. * 


“900 > 


6.61.Soient les noribres naturels à. b. compris entre O0 et 9, avec 
74 





ose és oe a 


ua [55 -(57 GO + a = TEE À 3,1. 











Pme - 

i=2 i K=O j=1 Mrjrem 
SCLUTICN. à 
Cn pose x _ ? 0,0...07; nd ©; OPEL et 





PE <— 
f° (p) —_ NX n O3Cess.se02Z. = OsGere0 Z SéeZ PS URL ; 
ARS RES "3 A ee 
D n na dé … D 
K=C j=1 n-l+j#Km 


Si on prend ER es s l'on 2 : 


*D Es C:X, un k+,3(p)) = C: Ages bye.eb, se…b...b, biseeb, jte 





q x LE ne ä 
1 ... pl p 
(1) 


f L'ORRRS 
Montrons que #D =D Gain, b...b, 


p (E€ )E (/; P, étant le plus petit nombre naturel 


Soit £>0. ip, 


qui à la propriété :! Pine RATS , 
gr n x €*10" 
tel que #p > > Pos PEN A -XSY = #10 .10 = 


2 


= £ , et donc il en résulte (1), 


£ £2.Cn considère les refus : KR — ik tel'es que lin if PTE - 
RUSSE XX 
= D et ns ne = a. Tontrer que 
lin (2 x er j exigto et calculer cette limite, où . ---frx 7 
me so) x 7 


renrésente la tie entière de # » 





SCLUPICN, ; f 
| a US à + 
l lin Ÿ te f = Ÿ ; ; 
fr) ee lin ; 16) ou | < n note (x) Ya (x) aol 
: #* L 
Discussion, À) Si a = © al lin . = + — -vw oÙ 
Sion ) 9 . . . 1. ke OÙ À 
CE 12 i” ARRETE k . + 
et de re lin . = # me OÙ —.< Je ds + ce 
 . re I 


ou — © ones (1) et 4) joucnne peut rien lues 
Bet ee) | 5 0. D'où, aussi, ain. _ X@ - 


je 


. à 

ou eo (1) et B), c'est-à-dire d'après (1) et le signe de 
). 

&. + 


a tt hé ma À , (x) > a > 1. Alors 
# ZX -— © 


pe, 


il existe & > O tel que a = 1 + ©K . Soit VW = (a —:4, à + ) 





un voisinage de à ; 1 V.Soit une suite x D KT 9 
7 & n 





alcrs ae) > a (cenforne à la définition de la limite} 
(x ) est une suite réelle qui tend vers a. 
A2 nn 
Il en résulte qu'en dehors de V,, on trouve tout au plus un nombre 
A 
limité de termes de la suite $ 3 (x) £—> il existe tout au plus 
un nombre lirité de termes ui ont la propriété que £ SE) < lé 


Donc, la plupart des termes se trouvent dans Le , d'où il existe 


s. Î | 
ie AK/* tel que: Fin. Lo (x;) DL 
Alors la suite | t le suivante : 
ors la sui ( | G ED lee x 5 a suivante 





mm À 

#, Pad 
rs 1 Ke à 1 : - | 
| ORNE So. | : { 9 Op Os Css donc, à l'exception 
SPORE ICVE 


d'un nombre limité de termes non nuls, cette suite est"suite nulle, 


: . É ÿ À 
Il en résulte que la suite (Ÿ G,): 1€ A/* est la suivante : 


1 il fl 1 | 
ACL Fe | 2.) ACL | F ED | Os Os Os.oe3 


donc, aussi, à l'exception d'un nombre limité de termes non nuls 
, ; C , 








cette nouvelle suite c'est la suite constante nulle, 


kinsi “din Ÿ (x) me 
X > 2 d 


= 95 — 


é, éz Calculer (sans HE l'Hospital) : 


£ En N PRES ‘Le 


ir" PEU RES 


RR— 
_ : “1; 
Fe, oi V£. mi 


dans les conditions où les racines ne existent. Généralisere 














SCLUTICI, 





Cn multiplie ique fraction au numérateur et au dénominateur par les 


conjuzués du nunérateur et du lil 





Soit ni À = Va 5-0? ox) = (8 . 


Re 


De 9. 0x,) et on à : 


Le cs Tr;r4 mt = . 
US CB AIT RATS Bas at 27248 177) (di + ci pts... 


ET ——— 
= Er - L 
cn (c-D) (4 a Bet A DT PAT) (cie OÈ ED à 


se 


td 





: 2 1 .—] 
so. pi? _ LA ES) +. (ei ne D. i ) | 
— i— . .—] É4 
éco Fr. LD Z- (in iy ( 11, pli ls. i )z x 
[ UN ñ N Si ai 














HONTE 


LS 


i 
Tr. AS - T 
X x i re Y:74 i 
SPC FAT fx li 
Là FT * 


D'où, la limite de l'énoncé sera égale à : 


ñ Sd 


RER OETS 
124 
Généralisation : 


con) n in 








Le 
Pins” 
LS 
re 
x 
LS 
ed 
—_… 
TT 
ne 
K 
” 
O 
“ 
un 
on 
5 
\t 
1 
B HE 
ws 


j:4 Lee ES D n'existe pas Sin < 


dans les conditions où les racines antérieures existent. 

Si n «< m la limite n'existe pas parce que le dénominateur est égal à 
zéro, alors que le numérateur est non nul; d'où les deux limites 
latérales sont différentes, 


Remrque : s'il existe au moins une fonction cons tante 
di s1<i,< mn mn , alors la limite n'existe pas. 
+e. 


lême chose pour la limite de l'énoncé du problème. 


iss 


£4.Comparer les ensembles : 


AE er n “ | 
1-7 | X = | Le K, + à , avec Ref, et 
i=1 
Bjseese, , 2 sont des constantes entières telles que CRE 
; mn 
.. _ 
et Be x |Xx = ) bd, K, + b, avec (KR) E , et 
\ Sa 





PEL b sont aussi des constantes entières ; 


SCLUTICN: 


emmener: “= 


Tout d'abord on démontrera que À = T4. . 
Bien sur He , ctaussi Ÿ TA puisque #, EE + (Ro..K0) Fe 
e 1 … T7 a g+as=z 


parce que le plus Sn diviseur commn (aps..s2,) = let 
1 divise Z a. 
On voit tout-de-suite que B € À. 

Si (bi5e.9D,) = l alors B= l = À, au contraire 


BCA et B+ A 


… 86 — 


7 € S.Soit p un nobre premier et Mun ensemble de p nombres naturels 





consécutifs. Montrer que M ne peut pas être divisé en deux sous— 
ensembles disjoints X, et M, , avec M, U x, = M, tel que le pro- 


duit des nombres de X, soit égal au produit des nombres de “, . 


SCLUTTICN + 


Parce que M contient p noribres raturels consécutifs, alors M cons- 





titue un système conplet de restes modulo p. Donc : 
InEr t à, AMP et snen- À | ,n£ hp. 


On considère que n, € “M, (mme démonstration dans le cas contraire). 
Le produit des nonibres de LA se divise par p, mis le produit des 
nombres de " ne se divise pas par p, puisque p est un nombre 
premier et qu'il n'existe aucun élément de Le M, qui soit multiple de 


p. D'où, le produit de M, ne peut pas être égal au produit de M « ; 


- 87- 
de 


L.É£, Soient KE un ensenble qui contient n nombres naturels, m 22 , et 
ne Afrincm RENE ES |: = 





+ 1, où [x] représente la 


_rértie. entière. de Xe... 
Kontrer qu'il existe un sos psenbie M de M tel que : 
a) M contient au moins K éléments 
b) la différence entre deux éléments quelconques de M est 
multiple de ne 


SCIUTICN: | | 
L'ensemble M a la form : M= DE Bjr. sêm , où tous les a, € K7. 


F i€ Deals , 8; Mn tr avec 5,6) 0, 1, 23 us n-1l e. 


Soit m=qn+r, QE€//, OL r£Ln-1. Parce que n <m, il en 
résulte que qE€E K/* . Construisons l'ensemble M € M. 
Pour que 1: condition b) soit réalisée il faut qu Ll cantierme 
seulement les éléments de M qui divisés par n donnent le mm reste. 
Les restes obtenus par la division par n sont 3 
Os ls +.) n - 1. On a n classes d'équivalence modulo n. | 
Le problème.se réduit à la démonstration qu'il existe une classe 
qui contient au noins K éléments M sera justement cette classe. 
1) Cas où r = ©. Donc K= [= Lri-[ tiers 


Si les m = q:n éléments de M sent distribués également dans 





les n classes, alors chaque classe contient q éléments, et le 
problèm est résolu. | 
Dans le cas contraire, il existe au moins une classe qui con- 


tient au moins q éléments et là aussi, le problème est résolu. 


2) Cas 4 0. Done K=[ | [+1 ur di a + le. 
n n 


Les m= ng + r éléments de M sont distribués n'importe comment 
dans les n classes, il en résulte qu'il existe au moins une classe 
qui contienne au moins q + 1 éléments (sinon il en résulterait qu'on 
aurait au maximum gen éléments < m ), et le problème est complètement 


résolu, 





7.4 7.Soient les Dinètes homogènes ce fe y) et a, Gr . de n — ième 


a a, P, ei Pp a. b 
degré en x et y. Si = alors D - nr, 
, D Q. CES : É a (rt, 














SCIUTICN, 
Soient P (x, y) =%, x” FN sr y! Hess + x ie 47 et 
_ n 7 ni 1 : HET in LU 
a, 7) D ' +fx JR + 81 D FAn% * 
n n ni .,i 
SR NE ie ee & ee 
Dee Da pa ba Cube ue Mad à 
- . F2 LE 2 D 
ani i 
LS 
Soi si es 
ur, À pi ST 
“1 2 2 


Puisque ia somme des nurérateurs divisée par la soime des 


dénoninateurs est égale à chaque rapport, on a ! 











0 #1 + % a bi + +0 a 
Fe D he a “+ b + os + be d a, ; 
De mème on obtient : | 
Fe 8 + & D + ee + L d a 
eo 80 +4 D Dites 42 De a | 
P ACUA ) Q AOL ) 


donc Fed) RER + d'où la conclusion. 
n rene etes 


7.68: Soit un nombre naturel p > 2 et une suite telle que 


> +1" p. a+ dre Va € 4/*. Montrer que VKkE {/*, 


K s'écrit uniquement de la façon suivante : 


K= t a, tossttje 


1 AY 


CL] 


1 


- f # | 
avec 1 < ts € p-1 pour à € YLr2r0evilmii et 1 < tj cp st ni> 





Solution : w° De pne 1 
On déduit tout de suite que a,= qui est une suite de 


nombres naturels , strictement croissante , illimitée , Donc , 


4 n, € /4/* tel aue ae k Le 8, +1 = PE +1. 


1 ‘4 


D'où K s'écrit uniquement de la façon 














K= t,. fn + r, g Pa, : avec o r<a, en . 
1 1 : 
a P 
: 5 ° > nsc 
Si r,=o : il en résulte que t,= —— et 1£t3£<\— à Pe 
14,7 IR e, 
Si r; L o , il en résulte qu'il existe n, € #(/° tel que 
a . Fr, < 8 48 pera +1 es, rist, a, +r 
n, $ T1 noti Le 
k=r page TT 
: L es Le ai 
MS On, T2 2 € Na 3 fi Ce na SP 
LÉ NE PR ue PL 
donc 1 € t, £ p-1 
Ainsi K s'écrit uniquement : k=t, a tt8, + lo set le procédé 
0 1 M 


continue ,. Après un nombre limité de pas on arrive à r=0. On fait 


la même démonstration pour n; » Ni, s À EÂtee.sl=1} et 
1<t,£ pl: 1€ {1,141} et 1€<t, <P 


Li = 


et le problème est résolu. 


7.68 : 





Si Byscsesas b sont des nombres réels positifs , avec 


b K 84 tessta  ; ct (a à “Bgre.es8, : —bF , alors 











Solution : 


On utilise le raisonnement par récurrence pour n€ #(/°: 





. 
Pour n=1 ,; si b £ 24 : on & LEE ie g 0 <==eze } 
+ b. erta, 


JS 
NT 4 





e" ! qui est vrai , en tenant compte de l'hy- 
f< + bj(e+a,) us 
pothèse . On suppose l'inégalité vraie pour toutes les Valeurs 


inférieures c égales à n . On 1: démontrera por n+1 : 


b < { ayteesta ) + 8,44 et ; conformément à l'hypothèse de 
récurrence on à 53 
+ + EL 
b ; (agts. a.) . a 
Le age Han rte MAÉ Rn PORRE 
” L'ReTe | cg à 
4 + À +(a+ 0 .+a,) Fe 4 *a5+1 


n+1 





Fosot : se + at LI î li | 
meis a, a, : 8e 8h : donc si on appliqua encore una 


fois l'hypothèse de récurrence on obtient : 











a a a a 
| + 
bre Lt ms + 2 + ss + M LS go S n+1_ : 
LS k Ha. à 
cl. +b x +84 ci +89 x +a t+a 


_— — 


_-  _=.91 — 


7.;f.Cn donne l'expression £ (x,y) = Axe + By + cy? + Dx + Ey + F, 
(x,Y7X KR, avec les réels À, B, C, D, E et F, et 1% ce Æ C. Trouver 
une condition nécessaire et suffisante pour que E (x,y) aûmette un 
extrémun. 
SCIUTICN: L 

puisque 42 + C2 L 0, il résulteiqu'au moins À ou C est rion mil, 

soit À 3 (Les résultats seront analogues si C # 0j. 

On supvos: que E (x,y) admet un extrémun, 


E (x,y) = A (x? + ZE x + Da) + +m+r-a (er + 











À 2A 
5° 2 p° 2BD 2 B D. .* 
CAL S TA A + +E+F=A (+7 + METRE 
LHC 2, 4ME-2D. (D) 
EE 44 F 44 °° 
AAC - 5 — | . 
nn 0, parce que sinon : © E (x,;y) n'aurait pas d'extrémum. 
On à 3 sois … 
‘D: 2 , 440 — B | 2AE — HD 
ARE EE LE TT ART 17 +270 -2 Y + 
2 Fr Ru à D: nd : 
2 er 2AE — HD \2 D . 
re *|- sal P+(r-7)-a+ 


Es 2 2 - 
2AE — HD + } D (22E — BD)° à 
VF Ge) | 

(D) 


2 
B D 2 A4 -8B 
SR LS à 





+ 


2 
Evidemment E (x,y) admet un extrémum seulement si À et EE ont le 
2 à -4kc-5? 2 
meme signe, c'est-à-dire D LET SE > C, d'où 4AC — B°> O ,; ce qui cons- 


titue une condition nécessaire pour que E (x,y) admette un extrénun 
(1orsque les deux sont positifs on a un mnirum, sinon un maximun). 
Faïs 4AC — > O constitue aussi une condition suffisante, puisque 


B (x:y) s'écrit comme (1) et que Let  4AC - B ont le mme signe. 
AD 


"As 


2.74.Scient les entiers À = dj ce 2 + an ee a et B = à + a 7 


-3, is 8, écrits en base b€ /{/+ - 4 . Montrer que À est 


divisible par b + L et B est divisible par b - 1 


SCIUTION: 


Calculons les critères de divisihilité par b +1 et par b - l'en 


base db. 


pie (= 1)? (mod b + let b° = 1 (no b-1), si € //... 


Ainsi AE (a ER + 000 (Da, + HIER æ _ a.) + (a, 5 + 


PR - (CIE à, + + + an — Son = © (mod b +1). 


De la mme façon Be (a +a | +...+a,)- (a, +2, +. + 2,) = 


— 93 — 


7.12,Soient a un naturel et p un entier non nul. Déterminer le nombre 
des éléments de l'ensexble M = \ a, 4 —— CRE 8 ( qui sont 


n 
divisibles par p. Discussion. 


SCLUTICNs 


Soit a en base 10 écrit sous la forme 1: 


a = a re soma € M/,1<i£<S:s € {/*. 


Un élémnteMest Sea a ,avecl£<n<mn entier « 


PR "4 


n 


107-Ds ) = sn . I1 faut trouver les n pour lesquels À pe 
10 —1 
Soit d = (a,p). Alors à = da, et p = d-p, et (a. , + 1, Donc: 
sn 
il faut déterminer n tel que da re dr. . 
1 10 =-1 1 


1) Si CP, , 10) <£ 1, alors aucun élément de M n'est divisible par pe 
2) Si C, ’ 10) = 1, soit d l'ordre de le classe de restes de 1C 

par rapport au module Pj (18 - 1) . On a ainsi: 

0 -1= o(noû Pu {10 - 1) ), donc 10” _ 1= 0 (mod (10° — 1) ) et 


il en résulte que Je K:s, avec K € K/*. Alors il existe exacterent 


| m ES 212. : ba, . 
+ | F | < | un de M qui sont divisibles par p. 


existe une infinité de noribres 


tnt compas 


2 L | 
7,73.Démontrer que % &4Z j(/* — ÿ xs 


Sn 


naturels dont 12 prcpri qu'ils edmettent exactement K diviseurs 


positifs. 


SCILUTICNS 


nn on re re 


Tout nombre naturel À s'écrit sous la forme ! 


À = P, 2e D. 5 (bien sûr À € } Os 1 ) 


où p; sont des nonbres meniers, À ls; se 5 s\ et P, F-D, pour 
{ 
( 


i se j 7x, € JT avec i € U, cs 8)5.8 Æ J{/* (c'est 1a form 


cenonique du nombre, qui est vaique }. 
Cn note d (A) = le nombre des divigéurs positifs de A. 


S 
Alors d (2 L de. (x . L 1 : (D 


_ 


s 
Notre problère se séduit à le démonstration que l'équation }f (x ,#1)= 


i=l 


= Ka des solutions dans (/(/*)° 3; (les inconmues SONEK peus LAC ets). 

Lai SE ré BL … : me _ # = , 
On pose 3 = 1# AVE et a = K-1 VE et on obtient K—-1l+1=K. 
D'où tous les sombres n =» ,; avec un noribre prémior quelconque, 


ont exacteren K diviseure nositifs {on a une infinité de norbres n 
parce qu'on à nc infinité de. nonbres preriers p). 


On peut voir que l'équation (1) à beaucoup G'autres solutions. Par 


eremle, si K= : ... 7, avos tous les À ee Es — 41 É on à la 
solution infinie : «se 4. = x 1, ,... ,>,=K -1 
: us ES à 1 ? Ho # 
. das ds SEE À PORT 
AT 2 D Le À cù tous les P; sont des noïibres 


renicors différence, 
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rennes 


7.14.Sachant que à; ; ie! To 2e os n$ , satisfont aux conditions 


d'existence pour tous les n lagarithres, résoudre l'équation : 


log log, à: log. x = b 


Là 2 ên 
SOLUTICN. 
log. ( log log c. 108 x) = D 
4 8 #3 ên 
b 
ns = = à 
= log, log, .. log, ZX = 8. où log, (Log, des log, x) & 
2 3 n 7. és, n 
. nur es 
{ > loœæ 108. +. 108, x =2 ou log log. ... 10g, x)a 
à; E7 a, 2. 8 7 | a, 2 
L b-: 
: E 
$ a, | 
= log, log, +. log, x = 8, 
4 5 n 
2 
es AE 
8,4 
hn— 
<==) log, log, X= & L 
nl n 
er 
a 
{æ=, log X a ire 
* a n—1 
n 
ur 
nel 
KR X = à 
n 


qui est la solution cherchée, 


,s 
O 
O 

1 


JJ6sia,t ER" et b£let FXE net , alors 
Mn é 


mme 


108. a 4 ‘0 . Et réciproquement. 


SCIUTICN: 
a Én : à re 
Tout d'abord on voit que ce problèm donne une extension à quelques 


problèmes particuliers; par exemple ‘montrer que Lo,” n'est pas un 


nombre rationnel", etc... 
La démonstration se fera par l'absurde. 


On suprose que log, a = EE { V2) , avec le p.&.C cd (mon) = 
n 


J1 en résulte que b À = a, En élevant à la puissance n cette 


émlité, il vient : D =4 avec m né Ti 
ee +. nx 
Mis; ne Gi 2 a + b , ce qui implique que HER, a b 


; 
où nw 4 . À (parce que a 3 O ©Ÿ b > 0). 

Donc, si on ne peut pas écrire a comte une puissance rationnelle de b; 
on ne peut pas non plus écrire a! comme une puissance rationnelle de b. 


Ainsi, il en résulte que a Æ D ne (A _ 


CORMERIRI Es 

Donc log a £ & M 

Récimemennnt Si los, a 4 Gi , alors bien sûre 

a D. gx € (GC: , parce que sinon il en résulterait que 
log, D = ER + 


Et le problème est complètement démontré. 
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7 FE. Soit s Æ O un nornbre naturel. Dé terminer les nombres naturels n qui 
n — 
vérifient la propriété oue | Vn | j divise n. (on note { x] , le 


ee 


partie entière de x.) 


__SCILUTICE? 


ne, si Re Det 
Fne , 1€ // epenc(n+1i) = D +0 PE este p +1 
D'où n s'écrit ! n=p +K, vec 


OSKL CR D test op+letr = /. 


1 
A 
5 | 
Lomme) “ 
(I 

3 

e. 

ÿ 

Q 

© 

re) 

£ 

Res 


Il en résulte Va \ divise n, on obtient pP 


divise K. Don K =3%:D » avec ef / 


GErx< (Sa) ea + 1). 
@u - +1) à y. 


+ p 





D'où O< < 


Donc, les nombres na ture ls qui ont la rs de l'énoncé sont : 


(1) = (p’#1) 2 EM 


- D tevep, avec M€ M] ot OL < 


et aussi la solution triviale n = 0, puisque C divise C. 


7.i17.Soit p un nombre naïwrel, p >2 et la fonction : 

















rA 
4/3. () = [= + | |+... Te 
$ D n P en 4 F J + 
e L is AT ne . 
Kontrer que six= (37... a. a.) » 498: 
3 RE | 
/7p &) _ Lx (a, +a, +... +e) | : 
SCLUTICN: 
x = (a a 4.) .=8a, D + + à pl+a 
n °° 1 © p n LER) 1 Le] 
| x nl n-2 i Î 
|— | sa PO +8, D ++ a parce que | — J=0 
dE n—2 | _n-3 e” 2 2 
ll -a? +2 JP  +e… ta, parce que OL P +8 <P 
TT 
ei. 
De 
\ 2 O pour tout m naturel, m> n + 1, 
& p “ 
| ne | n2 
5 £ S 
Donc /?. (x) a (+... +p )+a js (+e.…+p ) + 
pl pl pi 
+.….+a(G+p+asa, ET tete Re 
= (a p+...+a SN 2 en = 
n es 1 À n .… 1 e PI 


à. . 
lzr-(@re,s..+a )l . 


+ 


7.7# Démontrer l'inégalité : 




















2 2 2 2 2 2 
1 D 8 1 
( rer ( Libres (= + =) >» 
à 2 : 2 a 2 . 2 2 à 2 ‘A 
2 1 3 2 1 n 
a 2 a 2 
1 2 2 n 1 
> +—< ) +( + ) 
D , 
T 8, 1 8 a a CR 
où a D n > 2 
1° ... 9 ne TA ) ( , s 


SCEUTICA Fe 


Il sufFit de démontrer : 
a 


| Pa 
(+ =) > Sté n) PSE RER 


En élevant au carré Li en passant tous les terms dans le merbre 
gauche et en faisant les réductions des termes scene ii. en 


. résulte que : 





a - 14 2? “. a o 
 — + > = — D L 
ru af b£ RS 
: 2 L TR 
Cn note “HE Ue On à u° + ras u DT C. 
b ü 
2 2 
1 1 Les a 5 
Où (u + =) - (u + re ) - 2 >Csu- pes > Ce 


: 1 1 rs À | re 
On note & = u + ER 29 mat -t-2%> 0; c'est-à-dire 


(t +1) (t - 2) C, inégalité qui est vraie pour t >2 . 


Donc chaque parenthèse du membre gauche, élevée au carré, est 


supérieure au égale à la parenthèse correspondante äu merbre droit, 


élevée au carré. 


et seulement si l'équation E (x,:...5x » Jo ces Yu ) = t admet des 


golutions entières, où les inconnues sont ÆyseeesX, Joe. n° és 


Cette équation est équivalente à : 


b.y.t-bt=-a 1 
57; (1) 


RH 
/ 
ma 
j=1 
n m : . 
éæ; ? 2, ZX; - > d b, t,- bt=-a avect,= 75€ À eernf(e) 


NÉCESSITÉ, 
Si cette équation admet des solutions dans Ÿ: , alors il en résulte 


que le pegeC.ds des nonbres CRPELCE NUE ER PP divise a. 


SUFFTSANCE 
&) le cas b = O. Puisque le p. .g-c.d. des nombres CPL LIL 
- divise b il en résulte que l'équation (2) admet des solutions 


dans 7 , donc il existe tE 7. telqu E (tpree.sz, SAUCE J=t. 


À) Le cns b = 0. Notons d 


Il 


(ep9..18,) et d, = (biresb,)e D'où 


D= (ass bises Pnsb) = (a d,) divise a. L'équation (1) devient 


n f pal 
(3) a. x, —d f< b'_y .t=-a, où b. = d, b!. avec 
_ a da, A 
RE ; : . 3= Ê 
1<j<n. 
Con (b', 6 b'm) = l, il en résulte qu'il existe Goes ET 
En] 
tel que ) | b', F°, = 1, D'où on at 
à i=1 
(4) ) 8 ZX; _ d, t = a ,. Puisque D = (ds ä,) = (apsee.s2, 9 d,) 
i=l 


divise à, il en Teeurte qu'il existe + de ] tel que E (tiseoe2s 
10" Wn) = to 
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7.79.Kontrer que si 2) +a, +oes +2 © A ce 2, (a, Æ£ 0, 1€ }1,2,.e nf), 














2 
alors ! 
1 1 1 1 1 1 
a (im t—) + (iront +) + 
1 & à à 2 ‘a à a, a, 
1 1 + 21 : 
+ ce + en ( rs + ra … Far ) +n = : 8]- se LE 1 PPS LEE ” 
1 2 nl 
i= 1 
SOEDTICNS 1: : ea 
Le membre gauche de l'égalité s'écrit : 

a a a a a a a 
ET 2 4 LE 4 er Rs + 
2 3 n 83 n n 1 

a a a a a 
; n n 2 3  — 
+ so + ( LH Hot) tn (er 2 + 0 + 
#1 Re Fn-1 Pi 
a a a a 
n 1 3 2 2 
— ) + ( à + ot) + + ( à ne 
2 n n 
81 Bpeeed, — Ap Apeeed, ..  Ageseët à 


+ ——…—…—…— À pe “+ mcm À NN] = 





n À 83 n 
=. <— 
= 2. dj. . sr et .…. Fr. -n +n-= &e . ie) 1 PS 1 . 2, C2 
= | 0 1 =1l 


7.Ru.Soient les nombres entiers &s Ds 8, » bs avec 1€ 1, 29 cs n ; et 
JE ls 29 09 2 . Montrer que si Zi et Ji (avec 1€ fn et 


ES Den) sont des noïbres, entiers, l'expression : 
! È 


) a. X. + a 
er OL 


E (CSPERETE 97 J19°3Y mn) - CES 
5 b. y. +Db 
s : d J 
a des valeurs entières si et séulenent si le plus grand conmun diviseur 


des nonbres Bo ve 5 2, 5 b, … b, , b divise a. 


SCLUTION. 


L'expression E (&; cs X,5 Y37 331) aura des valeurs entières si 
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7,84€Soit a. :€ IR ; — . Pa se rn et la fonction f : À ms 1R 
PR 1 
TO agicig.at". 4 
avec k  nonbre naturel impair. 
l'ontrer que quelles que soient les valeurs CRETEIL Ha fonction n'a 
pas le mme signe pour tout l'axe réel. 


SCLUTION: 





Soit m=min (a, 
1 £ 
( 


US 


On a m£M (le signe = ne nous dérange pas) 
Pour x€ (->, nm) ma x-ae 0,#i Eee 2 sn {ot 


k . 
| \ G- a. .) O parce que k est impair et tous les facteurs du 


gel 
-produit sont négatifs. 


Donc (x) Lo rx Ee (->, m) 
De mix G)>c , ze . ©), 


> 
Ainsi les signes sont différents et Y. B5e.e en Lie 


la fonction est négative et positive à la fois. 


=== = sé me = = 


7.82.si les noribres C5 0) D. sont naturels non nuls, montrer que : 


— Le 2 = TJ Cm, 41). 
| | h =1 


< 
<i À Li, € 





SCIUTICN : %, 
Soit le naturel a = Py ses Bir,5 .où Pj9e..sP, sont des noribres 
. premiers distincts deux à deux. 


On détermine le normbre des diviseurs positifs D de ce naturel. On 


n 
sait que D = 4 
PAM EAN 


h=1 


Puis, on applique une autre méthoûe pour calculer D: on écrit 
proprement tous les diviseurs (K représentera le nombre des 
facteurs preuiers différents, du diviseur à ) : +. | 

= 1. On ax, + ue +4, diviseurs : p] etes Py . dus 
D ep 


Mere Per de . 
= 2. ma j oi 6, diviseurs : 


1< i, <i,<n 
œ 
A 


1 
Pr É- FEEET Pr 72 


re . ( Sontex. %, diviseurs ) 
Rs Ne DD 
RS "P 


5 . 
He de ee, an de cé eue Je dede ee de Jée U8 6e CA ere PE TR ARR 7 


1 
PEPn °°° Pu 


. L 2 L2 L 1 LI * L] LL - LL L3 - 


(Son cé "M  diviseurs) 
nel n 


P i 1 PS Fi ; EK n 
n: BP, 8 se. En 


L] 2 e. e. + LA e L) ° s . La C2 L] GS ss. + e L} L] e. e e. L] e e. 3 - 


K =f:. De manière analogue, on a , ou, | 
LE Lg 


Et tt 
 Li<... <is< 
1 À ip n 
diviseurs. 
Parce que X prend des valeurs de 1 jusqu'à n, il en résulte que 
r _ 
Del+#$ > ÿ TT Os ee SS : (On'a ajouté 1 parce 
où T4 È 
5 ‘ si <i < 2 
Ks1 #<i< iL Sn | 
.qw, siK=00on2a le diviseur 1 pour a ). 


…. = = = en se 


7.93.Déterminer les nombres naturels de n chiffres tels que l'expression : 





Lo. 
1% 





> soit mximm, sachant que 
ml Ft 





Rice es 


RS = n sont fixés, et que tous les 


ml 


noñbres sont écrits en base b. 


SCIUTICN: 
Cn note 





X. OR RE -CLh< m1, Dans ce cas 
Bts + —_ : 


RÉ + 2 
Abe) 5, Chi. 
le raprort devient : 


ni] 
due 
1° + à,.b +e..+a 


Le + 


3. | | ] a. C. 
n=S à, . Lis din 


On pose cs = b FT bs 1<i< m, Donc R = 


R = 

















ml 
: a 
Fe j 
nl m2 
a (ce .-1-e 11) - a. (cc, 1) 
=l+(c , -1)+ ST PÉRDP ro 
— <— 
D EU ‘3  SEVE &; 
1 
qui est mxinmub lorsque à ] = 0, Donc 








Re D D _— et le procédé continue, 
MY — … @, 
AS 
D'après un Éae on de ee . a : Fi 
a. (ce nine a. (c.-c 
a, +2, a+ 
acc) 


qui est mxitmim lorsque ès = 


y Qui est maximum lorsque a = O (puisque = 1). 


a ns ni 
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Ainsi 1-s nombres cherchés sont 5 écrits en 


base b. 


= = = + = = en = = 


7.84, On considère toutes les classes Ci: Corse iCx de restes 
modulo m, premiers à m, ct he; , ét i<K . Démontrer que 
t =, + ) .… : L 

YnE Pet o “s<K, s inpair ; on a 


mel 





m A, ce:0, 
| / nn. 14 i 


S 





Li re Li KK 


Solution : 


Bvidemment K= Fm): où est l'indicateur d'Euler . 
12) m=o ===} (n}s2 ===} s=1 











C,= { -1i 0e {+1} at donc a,=-1 , a,= +1 , la somne 


=1+1=0 et o divise © < 


= 
Cr 


29) m=+ 17 => Sin}: +-4+146 n'importe quel se 7 . 


32)! m'i>2. Notons S. = > : : 
)| > J es 
A) Construisons  {{xj= nue ; | Km k=i 


en prenant ue Le: 


Propriété 1. Si (a:m)=1 : alors (m-a,m)=1 « 
Propriété 2. Sir = + 4 ,; alors A (n)36 


( leurs démonstrations sont banales .) 


LA 


(… 106 = 


à A 2, } at 
_K 
(B) HE = fl Î (ta u0x,)) (mod m), 
i=1 


Si on compare (A) ct (5) , on observe aue pour s impair, 
o«<s <Kk : on a (1) 8 8 = o (mod m) , qui est équive lent à 
m.fs. 

(On a utilisé la propriété 3: Siace Ci a: alors -aÆC. » 


f Ô à Jo 
L 
id à, - Donc l'ensemble ST Re contient 


exactement un representant de chacune des 2K4 classes de restes 


premières à m_. modulo m. — En 





7.86. Soit . une SORA Sen sur ensonblo {1, Pi scunt 
Alors NE 4 
(h}=h gts une : 
di Ce — # ! n : 2 < 
h=1 


Solution * 
1 2. Rue 


n : 
Pour 1s permutation Y = (; n=1' D 4 ) on à : 








LE | - | 5] 

? | ÿ/(h)-hl. =2 | en-2)+(n-33+(n-5)vee. | 2 (ner 

h=1 | | on L a 
Tee pee (D fe 





Démontrons meintanant par récurrencé pour n € Æ/ sn > 2: 


que la somme Se @- |: 
à 
= / 


h=1 
lorsque d = Yÿ . 


Pour n=2 et 3 on le vérific fecilcment : 


(1) 





On suppose la propriété vraic pour les valcurs <'n+2 . Mon- 
trons . cst vraüÿe pour n+2 : 
Jn+4 n+2 


= Le ee ne ie 2 ; . 


Soit c- A Le ui cest une pernutation de n dant 
ÿ ” Ntlssss 2 q 


et pour lesquels S aura la même veleur que pour la permutation- 
it | Ru 


ME te 


c'est-à-dire le maximun Fe s'e t ééopur de w' par la réduction 
de chaque élément par unc unité }) conformément à 1l' Nypethès de 


és \ donne 


récurronce . La permutation de 2 éléments 7= n+2 


la valeur maximum pour S ( conformément à l'hypothèse LE récur—- 
rence ), Mais Y s'obtient justement à partir de y! at LR 
#'Eh)s sih . n#2t ; 


Y (h}= hd , au conttaire « 


7:97 « Soient,.un nombre cnticr > 2 ct ie 7 , où 


1€{1,2,...n} F RENE, . Alors : 


er. à d'ass {0 ; n_ / ee 
Qu Ce = #)° i € 224 7 








is=1 


Solution : Tout d'abord on démontre que : 


. # n | 
GT af + af 32) + ion. 


Fi is1 
IS af2)) 2) É 
1 (ei ) j D + 
\ i=1 


On peut élever à la puissance p cette inégelité car tous les 
deux membres sont positifs . On a : ; ù 
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= (2 2 CE) Se (a(2) ) 
- Dom 
8) stp 2k , elors.ck œK pK > 2 _—. Ke «E- 2 see Ÿ 





f. 


| K n 2 | 
(Sr 72 Cor? D) DE 








2 AE ps 
1i= cd \ 121 EE 
É De fn) a(?) l'avant dernière inégalité ré- 
1=1 
sultant conformément à l'inégélité Cauchy-Buniakouski-Seharts « 
Bÿ Soit p= 2k+1. 1 1 
. ckti  Kk 8k+i L ie 
e)k< B: fus en Da Es ce . “ = pk p?p À > 
4 kz is + 
K#1 gktes TZ = CAP) 2e(( a()a(2N P\ 
2 PB ti RATE ) ES 
ue | 
5. (1) ,(2) 
Z à Sd dE: _. 
*. | Per 
b) = > pB . Il en résulte 3: C, É+r > 
i Fe + 1 
K + rares | +2 
>; ck A K+$ > 2 (Sp) Z 
É 
n k s 
> 2 a{1) a(2), Maintenant de (1) ,; par raisonnement par 
" i=1 


l'absurde il en résultera le nroblème . 

Le cas ‘m=2 a été vérifié « 

Supposons la propriété vraie pour les valeurs <°m . Montrons 
pour m : 

D PE 4 Ÿ. ( CD (k) Pc 


£ Go )}< 


Ci 
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( conformément à:l1°hypothèse de récurrence }) 


m ce, : à + 
2. 3 oi) 


7.88 Ex Dénentrer 2° 1HS9a Tee : 


DER ETEUT 


-_ — 





L2 


Solution : 


a) n= 2k 

=Ÿ n! =. ( 2 «A -6«.:.2k}e 1. 3. Se(2kt)) = . 

= 2k.F 1,2.5....k)]. {2 3 ae -(2k= -1)1 . KI (4,3 2.5. (2k-N TS 
PHP D NS ki ? 


. (k-1)! = . (k=1)1e k! 


b) n=_2k+1 ” 
nl= 24,6. -.2k 3 1.3 A 1 (2k-1)e(2k+1)= 
ONE 0 ASE Sarale LOD Er. desk ss 


= 2, kle 2ke kr = 22kkiki 


. De ces deux situations il s'ensuit que : 


De (e] (E 


7,8$.Démontrer l'iné 


m g 1 ù 
RS pe 
EIRE A — (. 37 L ee | 
i=0o j= 0 — 1 Tnh 


Solution L 


om 





Ni “ s . + û 
la) 1! a Ê on ji FO ni j ( voir le problème entérieur) 
bals 9 if) 

® “ ne 4 9 2 n 
On peut facilement démontrer que 











(2) |fne | \ 
+. [| 9p à _28. | p 

Lite - 2 | op* 1 s aVeC 0 £a << 2 a€/7T7. 

| 2 . - 
G) [jte | 4 ; 

| 2P : nsssge ., À 

To die peti . avec o La 2° , aC/K/ 
(Pour cels on ncsz n= 2 PHl, Kat, avec KE T7 et og c2P*, 


Ensüite cn utiliee la réru-rer :e pour dénmontisr l'inécalité ce 
l'énoncé . On concidère cette inégalité comme une proposition ma— 
théanatique oui dénond de mn . donc P (m) . On applique le récurren- 
ce sur m . 











Pour m=0o on obtient l'inégalité (1) cui est vraie. On supnose 
\ 4 
que P (mn) est vraie : On vs démontret que P (m+1} est vraie. 
Tout d’abord ; da {1} .(2) et(3) il résulte que : 
a 7 l K fo=h —4 
(4) si oh <2° 7 alors | Den | Pas ma he ’ 
13 + 4 
| p'nit- t à f 2 LA 
s = à Î 
d nn m+1 © 5 
HS Ed 
CS : 


ee. - 
Pour ch2cue h naturel , o 7h % 2 * , on reporte (#}) dans 
ti Le ns D 
e 


P(m) : et puis on effectue tous les calculs . 
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On trouve justement la proposition P ( m+1 JE 


Remarque : Pour généraliser cette inégalité on remplace 2 
par-un naturel ‘quelconque pr2£LP<N: et on suit une 
méthode ‘analogue de résolution . On va trouver un résultat 
d'écriture plus compliqué , et l'inégalité sera moins fine. 


7.90 : Soient je Ce Menpe 2° avic 1£ign €? 1<i<", 


b {4 
| où n me N° 


Démontrer que 


n m p " K F m P ASE 
med Qu cp ENT RE OUR TJ n. n 
[TS at IS a 5 a EX men), 
gr À 2 SE fs #7 


où K est un nombre naturel <m. 


Solution : 


Br je ah np P. P. P: 
On note Fe = ( A =. 4 és — { | (ai + Fu + ". + à se = 
A2T 3-1 « + 47 2 4m, 


| PB, \ P P P. 
= (af 4 ae +. se {a +a714.+à8 
rt A 72: Fm | 1 n2 


Si on fait toutes les multiplications , on voit que P, est 
une somme algébrique qui contient m" termes et chacun d'eux 
a le signe + > 


és 5 en Pr. Ps fe | Pr 
On note F, = [TS à CONS > a #]-1 (a ?+.+a — 





= : “+ = «1 uk 
dt Z=KHT 4 | 
PF ie #4 P. F F M, 
nee — ,,,.—d eu _ FLE S - s 1,K+4 _ 1m ) 
A : em P 417 è 1k 1,K +1 4: 
vs. ñ nr 
(2, AT a, tt se 
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Aussi ,; lorscu'on fait toutes les multiolicetions on ob- 
tient une somme algéSriaque. qui contient m" termes ,; les üuns ont 
le signe + , les autres - . Les termes de Ps sont égaux deux à 
deux aux termes de P, en valeur absolue. Notons P=Pe + Pas 

_ En P se réduirons tous les termes négatifs de P, , puis- 
qu'ils ont un correspondant positif chacun. (Les termes nuls 
qui ont le gigne - de P, seront “ réduits “ avec les termes nuls 
qui ont le signe + de P; et qui ont la même valeur absolue. 

Donc , sans nuire'à la généralité ,; on considère les ter 
mes nuls de Ps et Ps comme positifs ou négétifs , en fonction 
du signe + ou - qui se trouve en face d'eux .) 


Ainsi, P sera éçcal à deux fois la somme de tous les ter- 
mes positifs de P, . Un terme positif de P, est de la forme sui- 


LRU _ + s e 
NARES NE 277228 a , : æ< lo, il. Il en résulte que P est 
j Le RE ES ‘ 
At m°m 
inférieur ou égal à deux fois le nombre de termes positifs de 
P, ( l'égalité sera vraie lorsque tous 8j; = 1 }). 
: : : n 

Soit la suite b, = Kb ,1 = (2 Km ee + ( m-K ) m + 

Par raisonnement par récurrence on montre que D, ealcule jus 
tement le nombre de termes positifs de P, « 


Parcequ'on s'intéresse seuleñnent au signe des termes , conve= 
nons de désigner par + un terme positif ,; et par - un terme né- 


gatif . 
E (4) | | 
Le cas n=1 implique P, = + eos +. — + —  )}, donc le 
FO À ; ge) tt 
K m— 


nombre des termes positifs est K et b, = K. On suppose la pro- 
priété vraie pour n , on va la démontrer pour n+1 , Pour n , on 


a * p,(n)a (+ o.. + vs — ) s où b, représente le nom- 
\. | JS à 
b,, m =D, 


bre des termes positifs de p,(n)., Pour nti on a P, (nt) 


=(too et 
bn 


mom he (tot mo 


n 
m — b, K m—k 
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le nombre des termes positifs , dans ce cas ,; sera : 


eh + (mn) (me D) = (K=mik ) b + ( m-k ) b m° = (2k-m)b.* 


+ ( m-K ) m° = b 
et homogène . . ne 

nd | - A4,n n Fe °n an 
D'où il résulte que b, =... Zn + ( 2K-m ) )sa donc P£m +(2K-5). 


Le 
dé 


n+1 * Mais b, est une suite linéaire récurrgnte 


7.91 . Soit un polynône P (x) de dagré r<n-1 qui pour les norbres 
distihcts x; : «. s X prend les valeurs Ya s ++ :Y, + Pour 


1 £1 L non considère les équations 





n=1 n-2 n=3 Re : 
X _ si X + S4,2 X + ss +. (-1) Si ,n-1 = © 
qui admettent les racines Xysvoe 5 X ju à Xÿggr soeaX he Alors. 
n n 
Y S 1 
/ i i,h = O ; AVEC 0 <h < nr-2 3 
i=1 j=1 ÉR 
où par convention on a noté S. dy 


1,0 


Solution : 


Le polynône qui , pour les nombres distincts XgseeiX, prend 
les valeurs , respectivement , y, à eees Y. est 3 








P (x)= y, Çx=x, )Cx-xz) + e(x-x,) + LE AR LA . 


(xx D Cxy=xg) ee (xx) | Crank) Ceres) ee (ren; 


Ft y, O X-x4) (xx Deco (xx 1) 
Cxaxs 0x2) ee (xx 1) 


et c'est celui de plus netit degré ayant cette propriété ( d'après 
Lagrance j). 


Degré P (x) = r<n-1 . Cela impiiaue que les coefficients de 


1 =? + . EE 
x" , x" Les de 4 sont nuls . Fais les coefficients de “er avec 


r+1<k<n-1 , Sont exactement les expressions : 


Yi £: 1° : | % \ 1 e 
“ D eu et ee - 
jéi 13 


Loreque r+ti£K<£n-1 ,; on a o<n-K-1<n-r-2 et on note h=n-K-1, 
S4 h St la somme de tous les produits de h facteurs { h+o ) 
4 
chacuh , Gui se forment avec lès nomires X, » 0. 5X XnevssX 
1 11 Lta n 


( c'est-à-dire la somme h-ième de relations de Viètce , appliquées 
à l'éguation de l'énoncé }). 





7,92, Soit le polynône à coefficients entiers P (x)}=" i 





n 
| iso 
Montrer auc pour Ps qe : si P Cie 4 alors 


a: 2 
|? CRIE Er , me //n] sMm2>ne 


Solution 





P (Be peut + as pots + ep af 








parce que : 
m> n implique que 1 > 1 ” 
| 0 l ‘A qn F ‘ SN Hé 


n ALT 1 n-1 n ; | 
ct ap +*ehuPp A+. + ep 0 + aq € So} et sa 





L 


* + : 


valeur absolue est > 1. 


S, S£- S; k 
> CC 0 Tee. | 
n. Ô n; ns, . na too 15 


Solution : 


On a | 
tte x Mie x) ose (1 + x Be (1 + x jNat eee 


Le coefficient da xk dans le membre droit est C k 
ne Nitesot Ne 


p 
k 


Le coefficient de x dans le membre gauche est 


Z 
* 
5 
NT 
. 
. 
. 
=] 
. 


SAS CUS TS PER 


Des deux observation: il résulte l'écalité . 





7.94 , Soient k , m , ne. A , pEf/ et a. à j=lm « 


JT 
(2k-1}jn n 
Si ss a; + MR D = 1,n", 
calculer : | “} re RE 
| . 1 
E ( 84 à ee 3 a, ,) = ( Agees Au n + + 





en sachant cue h 


h : ÿ 
LS N . Ps ÿ : Cr 
Ca ra 4 Fe .….. 3; i,) € ylioceeim ; Er ra Let pour S + t} 


Solution : 





On note a! = y; : j = 1,m . Puisque + 1 , en multi 


pliant checue égalité de l'énoncé , respectivement , a Ys - 1 or 
ChtIN EE 2k=1 

; 2k 
NS TE 0 Le | ei 








j 
8 7 TT 
Donc ,; quel que soit j € 1,m on a Ys = cos ne + 
LKY%s4 _ Ds 
S 7 “ Re ne dv 
+isin _— Er 2k+i 
2K+A 
P; _ si è 2 4 ... ?t 2 ke 


On va démontrer par récurrence en fonction de m = /{/" , que : 


À 1 











: n : n 
E ( 84 ? ve 3 > } = ( a,P + | pa ) CE ( C Le + pn je 
: à a 
1 m 
Pour m=1ona E (a, )= a . + 1 . Supposons la pro 
pn | 
a 
1 
priété Vraie pour m , il faut démonteer ,; pour m+ri , que 
. pn A 
E ( a4 9 ce 3 ge + 8 n+1 ) = E ( a à ee. 5 8, ) (8,1 ES je 
Bm+1 
on P, PT 
Donc E ( a F1 +. 3 a, ) = 2 cos 1 Des cos 
2 k+1 2k+1 


7.95 , Dans un plan on considère l'ensemble des points dont 
les coordonnées sont des entiers . Soient les naturels n,m:p 
avec p > 4 . Montrer qu’il existe un polygone de p côtés qui 
ait n points sui sa frontière et m points à l'intérieur. 


Généraliser dans l'espace . 
Solution : 
nee 
La démostration se fait par construction . 
: _ +° : 
On trace le segment LAS) qui "+"... 


contient exactement n points . Sur la + « « 


ligne située au-dessus de AB:,; on tra- À LAN ER St 


Mes 
ce le segment [CD] qui contient exac- NE M 


. A Es, 
tement m points + . E 





On peut dessiner les segments (AA”) 
‘et [es°t ( voir la figure ci-contre ) 
tels qu'ils ne passent par aucun point , et tels que A’ , B° se 
trouvent entre la ligne de CD et la ligne située au-dessus de 
celle-ci ; et le sent CD), ( c'est-à-dire les m points ) 
se. trouve dans l' ieur du q''adrilatère AA’?D°8,. 


p>4 





> P - $ > 1. Parceque le polygone a p côtés , on 


unit les points A° et B* 5ar une ligne polygonale qui contient 
p-3 côtés et qui est située entre la ligne de CD et la ligne 
supérieure à cells-ci , sans toucher aucun point . 


Généralisetion « 


. 
Lu 


Dans l'espace e_c’idien /72!7 , on considère l'ensemble des 
points dont les coordonnées sont entières . Si n,m,p sont na 
turels ; p > 5 , alors il existe un polyèdre de p faces qui 
contient n points eur ca frontière et m points à l'intérieur. 


La démonstration se fait aussi par construction : on consi- 
dère les segments [ABl° et fcD|\" avec leurs propriétés anté- 
rieures , mais ‘FAA® e+fo B*) sont remplacés par des plans qui 
gardent les mêmes propriétés . Puis on construit deux plans qui 
pesant ;:7 # CR par les plans antérieurs, en gar— 
dant bien sûr les conditions denandées. 
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A la fin , la ligne polygonale AB’ sera remplacée par une 
chaîne de p-4 plans qui se construisent de façon analogue +. 


7.96 . Déterminer l'ensemble À défini par : 
a) 10 € A : 
b) sixÆ À ,; alors 1X 2€ À ; 
c) les éléments de À s'cbtiennent seulement par l'uti- 





lisation des règles a) et b) un nombre limité de fois .. 


Solution :« 


Montrons que À = M , où M = {dsl o Zu Jh E A /"\ « 
n n 


Tout d'abord , montrons que À DM. 


On utilise le raisonnement par récurrence pour ne /{/* :pour 
menant *, 
€ 
montrer que rss 0 tre 2 À « Pour n=1 on a 102€ À d'après 


la règle a). Sn suppose la opte ve pour n , alors 
me 
Hess L Oo 2 ee 2:Z A et il en résulte qu'aussi 
n n : . 
11...1 0 2 re 2<A d'après la règle b ) 


DE 


n n 


. Montrons que AC" 


Soit xEA . Si on ed seulement la règle a il en résul- 
te aué x = 1022 M . On ne peut appliquer la règle a) qu‘une 
fois . Maintenänt la règle b) ne peut s'appliquer que si la rè- 
gle a) a été appliquée *+ Si on applique b) une seule fois ; on 
obtient x = 11022 . Par récurrence on démontre que si on appli- 
que la règle b) n fois : alors 
x = des 1 0 2.2 & À . Mais Ki 1:71 0 22€ M. 

n+1 n+i n+1 n+1 
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7.97 . On construit l'ensemble B tel que : 


a) les éléments 0,9 et 1 appartiennent à 5 3 
b) si xX,yEB , alors Îx-yl et xy&s ; 
c) tout élément de B s'obtient par l'utilisation des règles : 


a) et b) un nombre limité de fois . 


Trouver B 


Solution : 


Démontrons que B = M , où 


ÿ {ox He Xp Jo<x; £ 9: LE ÉLie.p} 3 pE#/* : 
} y Je | 
ET + TT; - JAY. 
P Fe < | Li a 
ue s, 
mt 


DE 


Tout d'abord montrons que ({o: 0513 Ou25ee 0395. 1} 8 


0,9 et 0,99€ 5 => i 0,9-0,9i = OSB ; 
0,9et1 8 =} 1‘0,9- 11, = 0,1€ B; 


0,9 et 0,1=8—> |‘0,9-0,1}: 0,8 <B; 
0,8 et 0,1 B—}; À 0,8-0,14 0,7<=8B; 


Si VE {'Outi2re.9 falors O, Le ÿ = 0 ,1- ses" 0s1e 0: £EB 4 
|  : i fois 
puisque s'obtient par l'utilisation des règles a) et b}).. 
À. 


Soit x< M 3; si x=1 on a 1€ B par la règle a) ; si xæiona 


O Lx <1 ; si x=0 on a o € B . Il reste done le cas XRO1Xg ex 


avec 0 KXx, « 9, ic} Lycsorp hs PE AÂ/* à p<tæet xæ+o ; sans 


nuire la généralité on suppose XF Os 
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€ ) si Xi ES , alors EPELE E = OrW4 — 070ÿ2 —eee020 220 Yp=1" 
p-2 


-0:0++°0 Z, , avec Wa=Xatls Y4= X4 a © 2° Lp-1 ,et Z,=ÀO=x « 


pi 
Bien sûr 1<w, < 9 puisque o £ Xi 8 ; on a 0&Y; < 9 ,2£Lj<p-1 
puisque 0€ X<L9, 2£S ji <p-14:1< z, £ $ puisaue TSX, LS: 
On a : oùw, - (9:972 + O100Yz test O7 eee Yp=1 +040 e+°0 Z,)° 
= CA ST 7TEN ZE 12) * Effectuons la soustraction è 
O s:W O.,..00 ee 


1 


ré OR AD EN AE A pe 


parce quë 10-z, = XD 3 w-is x, et 9-Y; = X 22<j< p=Îe. 
EPS et 0,0ÿ, € 5 =) 1,0,w, - 90ÿol. E B. 


fon, —0 30ÿo L et 0:03 £B — L/1 oa-070721 ‘0 10ÿ3 l/E 8 
mais la dernière valeur absolue est égale à 0:W/-0:30ÿ2=0:00ÿz + 


Par récurrence il en résulte que xe D ,; puisque : 





X= OpWy — O70Yp — see 07000 Yong, TO Os 0 OZ, * 
Sn Lou ere 


p=2 pi 


mn. Hesse O ;W 0 6 h “0:00 , ORNE NET RE SE DER NR ES 5e mme 

idee | dé Y2| An À niese— 01020 Yp=1ÿ 70102202 | 
PS P-2 — is 4 

qui s'obtient par l'utilisation deë règles à) et b}) un ‘nombre li- 


mité de fois . 
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CS a. 


#3) si X4 = 9 CE ‘on a O3 ce F4 É4= 040 00, iLEeB 3Vn VAS 
| Dons) D | n=1 | 


=0, 9x 5 ..X =" - - . ht. + £ VE 4 À = ds & " ? « ." 

X=0 ; Us lo,9. .9 COPA ao t, 9 Xj::2<J<P 1 
F 

o<t.,4<9 puisque o<x,<9 pour 2< j<ps. 


Pour montrer que t = Oos0toe.c.t, SD, o<t, LIU -2<j< p sil 
PT Are NE ° | 


suffit-de, Voir que le, premier, chiffre décimal de t est, zéro,donc 
différent de 9 ,; donc on utilise le cas <x }). 


tELDRIXEB. | | 


0,9 et 1€ MC \o, 1'hi, 0 ; 10:13 Ou25ee30 9% 1} :& M . Les opérations 
de la règle b) effectuées un nonbre limité de fois sur les éléments 
0,9 et 1 vont donner aussi des éléments de M, parce que:si 


il en résulte ques € M et #-4} € M puisque 


Lx. \<1 et oLX/ < 1 , et %,j35 ayant un nombre linité 
dé onto : alors aussi A et lee; auront un. nombre limi- 


té de décirales . 


[ 
7.98, Soit l'ensemble J = 


<< ja,be Y ,b+o , (b,m)= 1 } 


qui s'appelle l'anneau des m-entiers , m£ A. a fixée 


On dit que xe ÿ ( mod m, ). dans LS avec X:Y. de I ssi et seule- 
ment s'il existe z&I tel que X=Y= MeZe 

On considére l'élement r de Z : trouver se classe d'équivalen- 
ce modulo m dans I . 
Solution . 1) Le ces r<77 . a) m'É } 1,01 - 


on note À la classe cherchée ,«M l'ensemble m 7 “et 
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{ { ; 

Fh = ke y rh k, : ko 2h:5PE 7; o£<h, p<//'mL(msp}=1 et 
ê mk, + p7 ie | 

h=preMy, à. À 


Montrons que r = M, 
Tout c'aïord montrons que r =, M. 
Soit xe M. flors il existe kyskos h, pc Z avec les pronriétés 
écrites ci-dessus . | 
19) xXE I , c'est-à-dire x est un m- entier , parceque de (m,p}=1 
et kLE Z al résulte que ( mk, * pm ) = 1, x 
2%) x= r ( mod m ) dans I , puisqu'il existe _1_ ETC; 
ES 
VE Es : 
“4 = k4 - rks tk ("5 4 €. parce que n=rp + ) et 


F, = mk, + p ( donc Y est un m-entier parce qu ( #osm)=1); 
2 À 52 | ne ; io - ï 





—— à - mky + hemkorerp 2er, Doge xÆre. 
ÿ2 Mk + “2 AS 
Montrons que r M. 
Soit x£ r . Donc x = LEE et bo 2: (bam}= 1, ainsi que x = . 
z v{ mod m) dans I ais b peut s'écrire b=mk # D y 0 ne ti M. je. 
(psm)= 1 et de même a=mks ni ,o<h<\.m!, avec K, s ko 5 hop 


dans 7 . 


x æ r ( mod m ) dans I ,, implique que mn). x-r dans I + donc im- 
plique qu'il existe X : Le E I tel que m Y = x=r , et ( X Dsm)=le 


CE 2 3 


pa 


Considérons Li irréductible . il en résulte . 
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de 4 tk ak ir) +h-pr 








. Parce que ( #! : F }= 1 et 
2 m(mk, + p ) 


( # 2: m) = 1 il vient : m Ïm(k,- k, r ) + h-pr ,; d'où MAN TP à 
c'est à dire x € M. | où | 


Remarque 1 . Pour m=o on a I=7, et pour m=+ 1 on a I =Q . 


b) m=0 . Chaque classe d'équivalence CORETANE seulement un élément 


donc r fr à 


c) m = + 1 , Il existe une seule classe d'équivalence : donc 


r = I = . 
2) Le cas r£€ 1-7 e. a) me 413011; . 
Propitiété 1 . 


Soient m:= 7; I l'anneau des m-entiers et Ty r: Le 





ra 
Alors . a CE 7 tel que mm à { mod m ) dans I. 
Sr 
| 5 | ne . 
Démonstration « T1 > - = ” m )= 1, et rl SL: 


2 
Soit l'équation diophantienne : xr,+ ym = rs (les inconnues 


étant x et y ) qui admet des solutions entières 


a Puisaue 
(rom)= 1 et dira + Soient x=x, Z et ÿ=y, Æ Zune so- 


Lu 


lution A ‘ On prend a= Xe et X ,= Yo* On a +: 71 





= x (mod m ) puisque mi (fi n parce qu'il existe 
LCR : D CN Fo XV Re 
a ÿ ; lu 
fe à 1 Yo É I tel que me — 
RE F — 2. M 
» 2 | 








X, onc 
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Remarque 2 . Il existe une infinité d'entiers x € - I tels que . 


T4 





= > ( mod m ) dans I , avec mo . 


Ces nombres sont , par exemple » des solutions particulières 
de l'éauation diophantienne antérieure . 


Donc , pour rÆ 1-7 ,; lac 7 tel quersa, ( mod m ) dans: . 


I et r = 8 qui se détermine comme dans le cas 1 a). 


b) Le sous-cas m=0 n'existe pas parce au‘il résulterait I=7 
at donc re 7. | 


c) m=+ 1 . On a f= I LOT 


7.99. On considère l'écuation : a4X4 Mrs a, * Nb : AVEC 
à € A(/* ; pour ic" is nesin et bE'Z + Montrer que 


l'équation a un nombre limité de solutions naturelles . 


Solution : 





a) b > 0'« Gn note tous x" = Yi . L'écuation initiale de 
vient 8, VA rest eye Le) (1) 
En voit que : L 
É 0€ < net sinon on a : 81Ya  b) 
+ t k 
O0 LE y -T 1 
bo | a. Î ( même explication ) 


‘Il en résulte que : o £& le nombre des solutions naturelles. 





n + bb 3: 
de l'équation (1) - Ï (ar 8, ! ) = M = nombre fini. 


À sa . -. { . Ÿ 
X4 = A Yi 8 1€} Lissein j . (2) 
Ainsi ,; si le nombre des solutions de l’écuation (1) est li 


mité , alors aussi ;.de (2) il va résulter qu'il existe un nombre 


dimité de Valeurs pour cheque X3 1. 


A: 


B ) b=o . lors ,; la seule solution naturelle est la solution 


Y) bo . L'équetion n'admet aucune solution naturelle . 


J 


P A Ce > “ N RAS 
7.490, Soient a, b = o pour ic: 1,2:2.;nb Alors : 


l'écuati : 
S sh 7 Host a = b* 


€ 


n +2 , admet au plus une 
solution dans l'ensemble des nombres réels . | $ 


Solution * ? : 
L'équation peut n'avoir aucune solution : ou bien clle peut. 
avoir au moins une solution + | 
Si l'équation admet au moins une solution , soit X ER 
x x x 


; O 
l'une de celles-ci . Donc a,° Foster SE 


1) x, > o. Soit x > x . Il en résulte que x=x + t avec t > 0. 


o 
£ = ss. ? a 
Soit z max] As o : 8h: 
x x x 
È t t 
a + ose + a = a; a + coe + A \ a S < Z ( 4 +Tos.+a 9 }= 
x 
= 7. L b LE Re rime he SD 2 
x X X x X 
; " o 0 ; 
Si. xSb =" % , 2 b 9 —, 81° fosst 24 ED D'où 
4 ; x à . 2 : X ECO 
Z <b. Ainsi que 47 reste << DT, Vox x + 
Soit xx . Il en résnlre que xEx -t avec #5 0 « Ton 
. NET x mt x AVE NS Re. _ x 
x x -t o 4 set 0 O0 o 
+ ee + #3 +oset DZ +ovet =£- 
a : a, 87 à 4 te + a, a 2 Z . ( 24 toe.ta, )=2 b : 


..n n 


= = X 
> cb =} Zi > bTt, Ainsi ei +oost 8% > b  Ÿ x < X) ? 


Puisaue 4 


d'où, $. x .est:la:sceule solution de l'équation « 


2) x < o.0n a : 


PER CN JS ER te 7-0 11% XX. A URSS 
, PNR L 0 = L”9 ouf u er } . = (— ) ee C2] 
U DEC RS fie me UT “4:09 72 ia : : _ b : 


n 





Cd , “ + 
avec eat : done on a réduit ce cas au premier cas . 


3) Le cas x: 


5790 get pas. sa ibEe ns . puisqu'il en denis 


ai +osot a = b°, ou n=1 ; mais par hypothèse n>2 .« Contra- : 


diction « 


7.401. Montrer qu ‘une congrüence modulo mim + 0 qui ‘contient 
des inconnues , admet un nombre limité de solutions ‘distinctes 


( non congrues ceux à deux je 


Solution : ne 
Chaque inconnue ne peut prendre que les valeurs : 0:12» 
sss3m 1-1 c'est-à-dire au maxiaum mb. valeurs Çun système 


complet de ‘restes modulo | m |) . Si 1° équation — congruënce 


contient n inconnues , alors le nombre maximum de solutions 


sera i'm DT + 
observation: Lorsque m = o , la congruence deviérit ‘une égalité 
( une équation ) qüi peut avoir une infinité de solutions , par 
exemple ox = o ( mod o ) + 
7.102 . Résoudre la congruence linéaire 2x-1 = 1-6y (mod 4 }e 
Solution : 

La congruence s'écrit : 2 x+6y-2 = o(mod 4) D'où 2x+6y-2=4K 
avec K£ 77 . Ou x+3y-2K-1 = 0+ 


(Remarque : on ne jeut ‘pas diviser la congruence par 2 eau début 
( on obtiendrait x+3y=o ‘(moë2). ),parce au‘on perd des solutions) 


Le module de lé congrunce reste 4 . On a : 
=-$y+2k+1 . Donc .x =-3y+2k+#1 (mod 4 ).,ou x= y+2k+1 (mod4),. 


On prend (YIk)E!, 6;1,2 13} * donc toutes les possibilités . 
Mais il He ce Conner à K les Valeurs o et 1 , nuisque : 
pour k= 3.==; 2k= 2*1 ( mo“ 4) et ‘pour k= 22%: 2ke 2+0 (moc 4), 





Si on donne succe “ivement les valeurs (0,0),(1,0),(2.0), 
(3:0),(0,1),(1:1),(2.1),(3, 1) au couple ( y,k ) on obtient pour 
Xr respectivement les valeurs 1,2,3,0,3,0,1,2, Mais k ne nous 
intercsse pas . Donc : 


fre 1 (mod 4)°62) 553.70 {3\ 40) 11) {21 
{vs o (moe 4) fre isa tlolita)itañis pe 
On sait que. le nombre des solutions de cette: congruence est 


égal à (2,6)-4 =8 . 


: ÉRE : N: fi 
7.103. Soient OCT à ie { Lisesen's n >2 et bEfZ Montrer 


& 


a, x, = b admet une infinité de solutions 


l'écuati 
que a on i Xi 


n 
) 
NRRE pie & : i1=1 , 
dans l‘'ensemile des nombres naturels si et seulement si (agree, 


+ 


8j Ê > <Z 0. 


O 


divise b et s'il existe (ne TE Aer que 
à CR # 


(On note (a3:-..:a ) le plus grand commun diviseur dE BprBpreeert}, 


Solution : 

Si on met les coefficients de l'équation au même dénominateur 
on peut éliminer les dénominateurs et donc on peut dire que tous’ 
les a, et b.sont.entiers à 
Nécessité nn 

Puisque, l'équation a..des solutions de. 2 alors elle en au- 


ra aussi dans 7/7 parce que. 4/° ie 7". 


_— 129 — 


Il en résulte que ( Byreeesa,) divise b , d'après un théorème 


connue 


On suppose par l'absurde que tous les termes de l'équation ont 
le même signe , par exemple positif ( dans le cas contraire on 
multiplie: l'équation par -1 15 | 


si b < o alors l'équation n ‘a aucuns solution naturelle #s Con 
‘tradiction L 


si b>0o: chaque inconnue x, ne peut prendre des ve leurs qu* 


entre o et [= elles }, donc un nombre 


fini de uttors +: contradiction aussi , D'où 1a supposition 





est fausse , donc il n'est pas vrai que les termes de l'écua- 


tion ont le même signe + 
Suffisance . 
Comme { Apres 8h) divise b il en résulte que l'équation a ces 


solutions dans 7 de Par hypothèse , l'équation a {termes posi- 
tifs non nuls , 1 €Ÿ €n , et k=n-'{ termes négatifs non nuls . 
n 


Ona1<k<n-1 < .« Alors on écrit : 


8h" *h 7 ax = b , où o < 2; 28 js 


sel Etiisnl J 


{on a. éupposé lés' 6 prensers ‘termes positifs et les k suivants 
négatifs . Dans les autres cas réordonne les termès et (implici- 
tement.) on ue renumérote °) | 
Spit O < M= {a B4stt+12n L le plus petit commun multiple de 
Aysveeië,, . On note Ci = [Ma,| 3 ie: loose }. 

Soit encore 0 K P =16. ,K1 le plus petit commun multiple de ” Û 
et k + On note Ÿ, = PÆ et k, = P/k « 


Si on pose EX É chet + xp Le NES 


AN 


\ 
rjeksg ect + x° 4 Pi+i j ns 


J 





| (ps 1 [x } 
evec t € CRT ne : s 3 ii it À; 
L L 193 1) 


où [st | représente la sertie entière de x, ct ( . re ) est 
une solution particulière de 1l' équation { on va montré au dé- 
but de cette démonstration qu'il cxiste des solutions entières), 
alors on obtient une infinité de solutions naturellés pour no 
tre équation . 


7.104 , Soit l'équation linéaire aux coefficients entiers 


,.2 | 
a) S'il existe ( io 1j) € . TiZse..m} tel que FA + 1(mod 8,0 


alors l'équation admet des solutions dans l'énsemble des nombres 
entiers « FAI MTS | 


b) Dans ce ces ,; la résoudre . 


Solution : 


en CRE REZ a es. 
70 J 
: PER À : = A 
Soit d (a, : a. ) : Il en résulte que d4es h, 8j: donc 
| e) O : Ô e) 
d, + 1, d'où d +1. 
Comme ( 2, 8, )}"1 , on a CPPELET LES rs À , mais 1 4b Donc 


e) Jo : ue 
l'éauetion admet des solutions entières « 








b) n 
CR EE : RER: : 
/ 8iXi © 4 Bai t (he, +13)x, + 8j Xj = 
i=1 LÉ 8 MES TE 
# | O | 
i£ ji 























 — : 
a, x, + a CS MR CORRE a.X, + 
rs | Lo ds ‘ oi À, > i'i 
i Hi 4 +1 
+ TE O L O0 
J + due À Éd 
+a. tt + x, =-b, où t = x.  +h. x, . Il en résulte : 
Sr sea ci PAP PAUSE o à | 
f 
X 2 + ( N : ) 
ie |, SH Éd 
À + 1, 
dE Jo - 
X « = t-h X: = + Ch + N 
Jo DR AS tes _ ji Xi +(h8; us 1)t-h D), 
NE FN | 
+: 0 


Lavec # + 7.3 gr at } : et t € 2 { paramètres je 


7.405 . On donne le système s . mn | 
f (XqseerX s He 7 x, ET 1 ni ) = b, €Üi=Tin 4 


où f' sont des fonc a qui .ont leurs coefficients 
densf : et {x] : Lx} représentent respectivement la par- 
tie entière et la partie frectionnaire de x + 


Trouver une méthode de résolution pour ce système + 


Solution 


j: . X. = x. | Sol : 3 ee: 
(1) En écrivant x, = | x, 1+ ai . avec |: sic Zi Li} sd 


D 


i 
i= Tin , on obtient ( ‘enrès élimination des dénominateurs. ) le 


ire équivalent : 
(2) 9; CFxg see Lx! sx | pra fn} )" 5 € ra Z Je =Tne 
où Fe g,. .sont maintenant. des fonctions linéaires aui ont leurs 


coefficients dans 7 . 
On ‘résoudre’ ce sy=thème en considérant que bar Site) Lo} 


è 


sont les inconnues . Puisque : 


+ 
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n 
mme 


fo CLS ; 3x, ? = 0 ,;, i1=Tin, 
Éd: Ex; l+ > Pi; t IS À | 
31 j=1 
et parce cue tj Cx; ls ci € 7 5 iris = Tin , il en résulte: 
n 
Le L Æ oe — 
LS a 
j=1 
On applique la méthoce de la substitution .On celeule £ xs, À 
| | re J1 


d'une équation , 1 £ 31€ ,; et l'on remplace cans les autres 
équations .Ramegons à un système linéaire de n-1 équations à 
n-1 inconnues . 

Procédons de même avec ce nouveau système .(Si l'on obtient 
en route une équation impossible alors le système (2) n'admet 
pas de solutions . Stop .) À la fin on obtient : 


SE, }T RCE Re 


Donc à, 4 7 .Illen résulte : 





{ = DR . : : 
x =0, ou 2x, C. _P__,p€/(/*;3 mais tel que 
1, À Le ST 





RE (Si k € Z ) « 


Ces deux cas on peut les écrire cu un seul cas : 


Cr -P_ spEC€AX/ et ee hs 
à Ja à € 


n 
fera la route inverse jusau! à 1a déterminetion de les 


Soit SJ le nombre de solutions pour 7. 4 . Maintenant on 
Jn 


Lx: 7, j= Tin On remplace la (les) Veleur(s) de TR Î dans 


le système antérieur de 2 équations à 2 inconnues . On obtient 


les valeurs de‘ x. î 
L Jn-1 j 
Soit S. le nombre de celles-ci 


ni 
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La route inverse continue jusqu'à ce qu'on détermine X; Î : 


qui a "h solutions : ($ ia 2e.) 3h À = Ÿ12e..n)): 


On remarque que { x, } } (A QE i=T,n. Si le système a des solutions 


il en résulte que celles-ci sont dens x 
n 
Jusqu'à présent on a obtenu | | Si solutigs . 


i=1 


(3) En reportant toutes les valeurs de $ 4 $ ses £x, F dans (2) 
on obtiendra un système linéaire de n équations à n inconnues 3 
bal Nés fx 7 si qui sera résolu en nombres entiers . On résou- 
dra normalement dans Va) MN, et si la ‘solution appartient à 
Z" alors cette solution est juste ( on effectue ensuite la re- 
lation (1) pour obtenir X4 ses+s X, y ; sinon, elle ne convient 


+ 


pas + 
On va exécuter le paragraphe (3) pour toutes les valeurs de 


{1} ave tx} . 


Ainsi , le système est “E résolu . Le nombre de solutions 
de celui-ci est 2 o et £ \ | S, - u 
i=1 

7.106. Résoudre dans #{/ l'équation : 3x-7y+2 Z=-48. 
Solution : | 
La solution générale dans # est de suivante ; 
x=ks r Y=ky +ko, Z = 2ks + 7ko - 9 , avec kysko € 2: 
Comme +. à YZO.+r Z29 il en résulte que k179 , et aussi que 
K > Fe ks + 1et k> FR) 4 , c'est-à-dire on @ 
>L#] | — | 


r 2-2k | 
os 2 . D'où , la solution générale dans #(/seta : 
# 7 


x = k4 RC EE 
2—2K . 

A7 st 22 se. . 
7 


! 
<< 





store 


7.107. Rés. udre dans #{/ l'équation : 
2 x +,15ÿ +9 z = 4, ia 


Solution : 

















a) Z = 0 sms 3 x = 22 
b 22. 
) Z = 1 ===» x ss IN 
c) Z = 2 7 x = 13 - 
d) Z = 3 mms X ce AN 
e) Z := À = =4 : 
DB} y =.,1 > 2x + 9 2 = 20 =DoLgzL3 








C) y= 2 ==25 2x + 9z = 14 = 0£LZz<i 
a)z=0-==3 x = 7 Ke | | | 
b) z= 1 > x & /N TRE 

Toutes les solutions sont : | 

( 22,0,0, ) 3 ( 10 , 1,1 ) ; ( 7,2,0 ) 

( 13,0,2 ) 3 (1: 44 3 ).5 | 

(40,4). | 

Donc il y a un nombre limité de solutions .: 

7.108 . Résoudre dans 7 l'équation : 

A7 y + 20% 18 x = 34e 

Solution : 

On écrit l'équation ainsi 3 < 
5 20 x, - 18 Xx3.+ 17 (x +2 )20 


On note x, +2 = t € Z . Il vient : 
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20 x, = 18 x3 + 17 t = 0. | | 
C'est-à-dire : 20 X5 = 17 ( X3 — t ) -X3 © O 
On note x; = t=h€ ZX. D'où : 


20 Xo — 17 h - = O0 


X3 
Donc x, = 20 x, - 17 h. 
Xi +2s=t | | | 
; bn st-2- (x -h)2e 
x3 7 tom hi. | ; | 
= =h =2 + 20x, = 17 h = 20 XD = 18h -2,., 
La solution générale est : 


X 
(o 
[| 


Le = k, , 
2 
= 20kj -17k 4 (ki: kKIE Z°., 
7.109 . Résoudre dans l'ensemble des nombres entiers l'équation: 


15 x -17y+9Z20C 
où of est un paramètre entier « 


Solution :! 


L'équetion s'écrit : 
15 x + 9 ( Z-2y ) + y = 
ou encore 3: | 
(1)15 x +9 t+y=eû , où t =Z-2 y (2) 
41 suit de (1) que # y = — 15 x -9t + . (3) 
il suit de (2) que à Z = t+2y à. 
11 résulte de (3) que Z = -30x = 17 t + 2. 


La solution générale entière est : 


Aa Le, Le 


\Z = -30k, - 17 k, + 2K 
( on a noté x = k, et t = k, ) 
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7.110 . Résoudre dans 7 l'équation + 3 x + 70 y - 35 Z + 6m = 
= 76 e 
Solution : 


L'éauation peut s'écrire : 


fl 
= 


3 ( x+23y - 12Z + 2 w = 25 ) + ( y+z ) 
ae Ni ess — 


LE : "2 | .. 
Avec ces notations ; on a + 3 t, + t, = 1 , équation qui ,ed- 
met la solution générale 3 


to = -3k +1 ,aveekeZ. | 
Donc y +zZ = t, = =3 k+1 , d'où y = -Z -3k + 1 , avec Z € Z. (1) 


De-manière analogue x + 23 y - 12z +2w-25=t,=%k , ou 
x=23 z - 69 k + 23 - 12 z + 2 w- 25 = K ( on a utilisé (1) }. 


Ainsi, x=355z-2w+70k+2, 


La solution générale de l'équation dans. 7”, sera !#: 
Fe 35z-2w+70k +2 ; A 52. 


- Z = 3 k + 


> 
ù avec ZiWak € Z 


7111. Résoudre l'équation x.y + 5: z-2 = O dans l'ensemble des 
nombres entiers . 


Solution : 


u 
UI 


fx E 7 + on peut écrire : x 
c 

r1€ {o:1,2,3,4} . (1) . : 

dy € 7 : Où peut aussi écrire : y = 5 K, * lo a avec K, € Z 

et ro € D or2:3,4, % + (2) 


En reportant (1).et (2) dans l'équation initiale , on a 
S(5KMEK mn tK mtz)+trmm-2s0. 


k, + r4 , avec K, € Z st 
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Il en résulte que 5 divise ( r4 ro “ 2 }. Donc , (ra Po JE. 
€ £{e2:2),(2:2),(5,4),(4:3)} + (8) 
D'où , la solution générale sera : 
ÿ = 5 Ko +-ro. 

 2eralo 
2e Kara Kora ie. 

avec (K, ; Ko ) € 2. .( des paramètres arbitraires), 
et ( rar PE { 1,2) 5 (314) à (4:3)2 

L'inconnue Z a été obtenue à partir de l'éauation initiele puis- 
que on a su les valeurs de x ct de y « . 


Lo 


7.112 . On donne l'équation x + 3K, + 2=(3K +1 3). Mon 


trer que l'équation n'admet D PES de solution naturelle , quels 
que soient ( K4 » Ko )C 7° . Généraliser « 


Solution : .: | 
On a 3 3K, +222 (mod 3 }et3K, +181 ( mod 3 Js 
donc (3 K, +1 )Ÿ= 1 nod 3 ) , ou : X? = 1-2 = 2 (mod 3 ); 
e)six=eM +1= * À 1 ze 2 ( mod 3 ). 
b) si x =.M, + 2 secs x? = 1 sé 2 ( mod-3 ).. 


c) six = M ===> ra 5 0% 2 ( mod 5 LE 


D'où , Ÿx E A : Le. 2 mod 3) Ainsi 1° équation n'‘adnat 
pas de solution naturelle , Dés de sed 5 


Généralisation : | 
L'équation x? + 3y +2 = ( 3Z+1)" n‘admet pas de solution en- 
tière + : 

- La démonstration est la. même . Tout d'abord on montre que si 
Kk, # 0 alors y20: parce que si y « © il en résulterait qu'un 
ue entier. ( le membre gauche de l'équation ) est égal à un 
nombre non entiar ( le membre droit ) 


Ft 


7.113 . Résc ‘dre l'équation Te 4t L  7w + 14 = o dans l'ensen- 
blé déts nombres dntiors 5 Ve À 


LR PRE: 


Solution : 
On écrit : xy + 4t - 8w + 12 # w # D as 
On note t-2w + 3 = V ,; qui sara une nouvalle inconnue + 
L'équation devient : xy + 4V + w + 2 = o ,.ou 

W= =Xy = 4 - 2 ,. Et t= V+2W=3 = V.+ 2 (-xy _ re }=3 = 


= 2 xy = 7V=7 , Si on change les AotBitone ( par souci d'os 
, thétique mathématique ) on a la solution générala cntières 


xX=k, | … nr. ie La 


Yes pr De Pons FE | 
t = —2Kye K, _ 7K3 = 7 
w Fee Ky ° Ks à a 4 Ka 2 .s BVGC ( K4 ê. K on } F Z 


un srsnétras de: 


7114 , Montrer que déqua soi 


2x2 + 5 xy — 12 y? 2x + 3y = 120 
n'a pes de solution dans l'onsor le des nombres anticrs 


“Solution. . 
Li. SAR 


L‘'équation s'écrit : & | 
2 x” + 8 xy — 3 xy - 12 2x +3 y = 1 
og encora Xx(2x-3y } + 4y ( 2x - 3y ) — 1 *(2x = 3y ) = 1 . 
Donc 1 (2XxX-3y,)( x + 4y—1 ).= 1 
Comme x, y € 7 41 en résulte qu'on e Los possibilités suivane 
tes : 
a) soit ({2 x -3 y ) = 1, (1) 
| ue | 
.(2)==eS x = -4y + 2 , et en reportant dans (1) il vicnt s« 
2 ye 3 =) et UE 
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b) soit{ 2x = 3y.= -1 (3) 
2x + 4y = 1 = -1 (4) 





(a}==D x = -4y , ct on reportant dans (3) il vient : By = 3y = 
= 1 


Donc l'équation n'a pas de solution dans Z. 


7.115 . Démontrer que l'équation # 


5 x? + 50 “ _ 26 xy + 8 x — ae + 15 # 0 


n'admet pas de solution dans +: ensemblo des nombras naturels « 
Solution L': 
L'eetiens s'écrit : 

( 4x7 + A9 “4 + 9 — 28 XY + 12x - 42% j+ { x? + y? + 4 + 2Xy- 
A x=-Ay)+2=0 | 
7 2 3 K2 
ou (2x = 7y + 3 ) + ( xX+y - 2) +2#=0 

Mais cette dE n'admct pass de solution dans /Æ& , parcc- 
que ( 2x = 7y +3 F + ( x+y — 2 >? + 2 > o Donc celle n'admet 
pas mon plus de solution dans Z{/ +. 
Solution TT 


L'éauation s'écrit : 


5 x? + 2 (-13y + 4) x + (50 = - A6 y +15 ) = 0 


À = B2 _'ac = 169 y? + 16 = 104y - 250 y” + 230 y - 75 = 
= [ «y Les 10 | À Lo 


I1 on résulte que l'équation n'admct pas de solution dans À 
Donc elle n‘admet pas non plus de solution dans {K/ 


ex 440 \s 
7.116 . Résuudre dans l'enscnbils des nombres entiers l'équation: 
A 
Solution : 
(4 e LA e 3 
L'équation écrit : xX°- 2 = 3y. 
3 Are - ; ue 3 
Donc x” … 2 est divisible par 3 ; c'est-à-dire x =“ +2 


tr 37 = 0:1:2; kE 7 


Soit x = 3 ! 
3 ba) x 24 dl + 2 





X = 





à 3 
x = 35 k+i=z=)> X = Ms+1 # Ma +2, 
3 


Fe k+2a== x7= M +8 = M3+2 
Donc x = 3 k+2 , k€ Y : d'où = 
RE DS 
y=xsée (I ) 72 9 k$ 4 ç8 KŸ + 12 k + 2, 
3 5 
La solution de i'équation est : jx= 3k+2 
Ly= 9KS + 18 K° + 12k +2, 
k 7 « 


14 Z + 10 , 


CE : LA D e- + . À 

Fit +: Dérontrer que l'équation x — 7 Yaee“ÿn 
n 21 . n'admct aucune solution entière - 
Solution : 


3 , ou encore 


A 
On paut écrire 3 x = 7 ( Yaceey, — 2z- 1) 


3 = 7 ( yscoey, = 22m 1) 


: 2 À { ; À à 
D'où 7 divise x° = 3 , c'est-à-dire X° = M; +3 . 


Soit X = M; + Tr , avec re 10:+ 1, +2, #3 $ . Alors = My + r+} 


1e 3} . Mais on voit que r* É 3 mod 7): 


mais ré 
. T1 cn résulte que l'équation n'edmot aucune 


DS 
+ 
=: 
+ 
sl 


donc x 


ES 


solution entière » 


FN SE Au tal Éd fs î 6 
7. 118 . Résoudre den l' ensenbio des nombres entiors l'équation: 


5 x*-6y= 20. 


Solution : 





5 xŸ - 6y = 202 6y = 5 ( Li). 
Donc : yest divisible par 5 + 

Soit-y = 52% ec 

L' édüatIon devient. 








5 x* - 30 z = 20 Cas) x = 6z- 4 <==} Z= _.— € Z. 
Donc x* = A (mod6) 
Il en résulta : 
x = 6 k+2 ou x 6e keZ 
Les. solitions entières | de. 1* éque tion sont . | Û 
x = 6,K+2 . | xs 6 kra 
noue in | 1e -5 Ekae. 


kez 


7.119 . Résoudre dans l'enscenble des nombres entiers l'équation : 
“# x 7 2 4 5.- 
Solütiont: + SE AN OuEs 


2x = 72z+5 ; puisque z EZona4ax) eZ, | 
_ 1 Ge. LT : _ A xY-5 


se LG RE RE = 
Donc xŸ = € 7 ou el” ES 4 J 3 mels + 9: 5 





d'où xY = ou x) =, E Z . Une solution est x = =2 ,y=rls 
2 
5:14. 
=1 pese 1° équation DR S— ‘admet la golution en nombre 


entiers x = -2 ct y= -1e 
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SEXY. «4E 7 1 l'équation nitiale devient 4s< -72=580 qui 


admet la solution générale entière +. 


‘ 





rc = 7k+3 
L z = 4k+1 , avec k # ( paramètre ). 
Donc xY-7k-3=0 , avec X,y:z “de 7 .Il en résulte = 
K= _ + Mais x =, + r , avec EL osti21.6À . 
On écrit X= Ts+r : sCZ , ct alors ( 7s PTE )Ÿ- 5 el Z si 


PRE 7 

et seulement si r= 35 c:!15 
X= 75+3 ==mæz) y=6t + Lys € € \/ x 
+ 


te (7 . 


Donc les solutions entières de lréquation sont LR 


x= 7s+5==xc) yz=6t 


PRE { x= 7643 , SC 7, x=7+5,s< 7 
y = -1 T sets ste AN à y=6t+5,tE/UV, 
6t+1_ 6 t+5 

7 \. 7 | 


7.120 . Rés:udre dans 7 1'équai ion : XŸY+45z-2=-0 


Solution : 


CR 


‘De l'équation on tire : xŸ- 2 = Ms 
x a la forme : 5 k, + r4 à k,€ Zot ri € Los1:25344} 
Il faut avoir : xŸ = 2 ( mod 5 )} ,; ou ( 5kitr, )} = raŸ = 2 (mod 5) 


Ainsi que Fa # 0 : rq li A 


Pour ry = 2 on à 2% #1 4 2 ( moë 5 } ot 
‘ 7 
Rte sensetttr a 2 Dion). 
Donc CE :  k E Z 
y=4k. +1 ; Kk, € / ( 1 ) 
LS SUER, 29 re rt 


« 5 


otixs=rks+s K€ 2 


\ 4 k,+7 





On observe que 2z € 7 en ( 41 } et en ( 2 ) aüssi . Il on 
sésulte que : : 


Ak;+ 1 


| —. 
2 %k2 5 2(nod5 )et3 "2e 2 ( mod 5 ). 


La solution générale entière s ‘obtient en réunissant (1) 
at (2) | 
7.121 , Résoudre dans /{/ l'écuation x! = y + 


_ 


Solution 4 RES. 
X = 0 ===, j y=1 et Zz E X/ 
Ly € Âi/° ct Zzz=o ë } 





an 
FA 


} 

€ = 4 => f y=1 ct Zz = f\/ 

| y ELA ct z=: 

Le ? 8 ===} yzx! ct z=1 
Démontrons la dernière affirmation : parce que les deux pro 

mièrces._ on banalcs « On suppose ( par l'absurde ) que z= K > 2. 

On a x1=y" . On oxelut le cas x=2 qui implique y=2 et z=1 . 

Donc x > 3 . D'où x! contient au moins deux diviseurs premicrs 

(2 et 3 )} «+ Donc ÿ° admet aussi au moins deux diviseurs premiers 

(2 ot 3 ) , d'où y admet au moins deux diviscurs premiers (2ct3)> 


Soient x, seosrk, tous de noribras premicrs inféricurs - “ou égaux 


_ a 


à x ( on a montré que p > > 2}xi- x" ARS EE HK/*, 
1 &'i L p + Ainsi ne = y7.D'où il faut que #4 5 Ze % DZ 
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On considère x, , ie plus grand nombre premicr inféricur ou 


égal à x . Conformément à un théorème de Tchébycheff , centre 
x ot x il existe au moins un nombre preméér . Donc_ x XL 


2 





s Net, LE. 

< x + Alors Ts | + ——r | +... = 4 .I1l en résulte 
Le XD # fie XD 1 

que z = 1 . Ainsi ( s ) représente toutcs les solutions do 


l'équation 


7.122 . Déterminor la forma générale de la solution dans l'on- 
semble de nombres enticrs de l'équation : | 
Pi | 


ÊM 
ISERE 
i = 1 





= À s OÙ me ns Pi 4 LE € AP”: 





NN : r 
PAR 
j=1 


ngn.: rs <P; 11€ dass . où tous les p; sont das 


nombres pairs , et tous les r, sont impairs « 


Solution : 


_On a 5 as ( : | LL | rjl nn "… 
| 





UN 
PR 








\, 
Le: ns npepiens j 7 
i=1 { j=1 Î j=1 
rm r ; n n p 
SR RE 
i=1 i=1 


oh. Pr Re es D 
[xl = ? à | Xi | » il on résulte : 
un Op © 
m PP . n P 
dé J Re Jus 
> ne Je sl 
j=1 ra P, à j=m+i 
Puisauc | x j }* | ss. CEE Le > e) : Nef in) 
= +1 } + rJ - | 3 = 
on a Es = o‘pour 3EÏ mtlssesens © à pe [Xi À o 
pour j€ dise . Donc x, € ‘ 0,1 1} ne e dyeosim} ‘ 


La joie générale de la solution en nombres cnticrs de l'é- 
quation est : 


= - se. = a | me È . sd / = A € 
X4 £ 1 à 2 Xn" Cm * X +1 X "© : avec E, o ou 1 ,, 
m 
> £ jo: cet 
# 1 | 
(a = ae Xa = À si Xe TE Xp 70 : 
LL - | 
À 4 = O ee 


2 m 
Lo nosbre des solutions est 2 ( C, + © tosotC, ) = 


= 2 (20 - c_ )=2 ne A 

m 

7.123 , Déterminer l'équation linéaire aui admet la solution 
dens l'ensemble des nombres entiers suivante : 


#15. 3 Ki, a Fha* 6 


le k, + 2 Ko. 
3= AK,+ 13K, - 71 à 


où Ky ct K, sont des paramètres dans 7 . 


Solution : L'équation a trois inconnues 3 X4» Xo et X3* 


em 


Sa forme générale cst : a X4 + as X2 + 83 X3 = Bb: 


+ 4 “ = + 

avec à, b,egr s = 132323 © Où : a; 83 b* 
X É + “x Sms à 
1 ns 72 pr : 

1 1 84 
En notant différemment les cocfficicents , a-t-on 3 
A #2 4 

On peut écrire pour K, ot K, quelconques dans À : 

3K, L 7K, + 5 + äK; + 2 85 K; + 48Ky + 1383K, - 71 83 = be 

Pour K, = K, = O ===#} 5-71 83 = b (1) | 

Pour Ka = O0: K,=1 ses} *7+e85+158z = 0 (2) ÿ (4) 


Pour Ky = À, K,=0 sexe} 3+a,+48> = O0 (3) | 
.# 
( on a utilisé (1) pour obtenir (2) et (3),). 
Mais (4) cest un système do trois équations à trois incénnucs 
que l'on ve résoudre normalement 
Da (3) il viont a,= "48% - 3 . D'après (2) , il on résulte min- 
r4 
tenant -7+13 8, - 8 a, - 6= o . Ou 8> S——, donc a,s =.67 + 
5 NA 


Be: LÉ AL Vient be nes. Es, 


5 5 
Donc , l'éauation cst : 
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7.125 + on consiëère. un naturel n23 et a€ ÂR . Résou= : 


X=a 
n 








dre l'inégalité : j - RE 
a | L Lx}. Discussion. 
Ld . on 
Solution : 
Soit x = ng +reo0o£ren : re lrR. qEZ:. 


TI) Si es nas qEZ , alors l'inégalité du problème devient 


du 


bic , ce qui cst équivalent à (2-n) q > 0 « 





La 
e- 
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Donc xE M, 2 {y Vs nq ir: 0€r<N: re /R : q<o: eZ} 


11) Si a nq, +: 4, € ZŸ » alors a s'écrit + 
a #nq + Fr, 2 DR CN RER: qQEZz. (2) 


On peut supposer o4a<n , puisauc , avec (2) , l'inégali- 
té du problème devient éauivalonte à 


: Lx + r_ | PS 
se 4 + a |: + a : 
5 a ES | fa | Lx 

! ù + SMF 





n n 


One [2e + j> (x) (3) 
qui cst équivalent à (2-njq + E (r)>lr Î (4) 


_{rta + [re la fs si r < min ‘{ a,n-e 
où Er) [5e ce | FT | Le 0: Si minie, n-at < 








<max {a,n=ai 
(#1: si rZmox fe, n-a1 

1) ogr< min LE n-a? < Alors ; (4) {===} (2-n)q -1 > fr]. 
Ou ag -1: & ) (a= 13 Sr >(n-3 > Ür] ) | 
=, xE M = À vAy = -ntr , 0 <r<mini a,n-8 } et fri£n-3 
PB) Cq=-2 )==ms (4) Cmmss(2n-5 > [or] ) 


== x € M: = {y{ fy = =2ntr, Oo, r < min fain-c} ot ! 











Ÿ q L 3 )=xæ» (4) cest vrai : 
ét x EM = À yAY = antr ; Oo £ r<minf{ein-a}, qa<-3,q € 7} e 
2) min a, nai £r< max | a sn-a À . lors (4) t=>( (2-n)q > Cr. 
HM)(q=.-1 ) =, XxEM = j Vfy = -n+r ; min j ana} <r< 
Los x | \ 
Ctiax 18 ss s fri<n-2$. 
P) (-a die se XE M = j YrY sqn+r , min fasn-a }gr< 
emax te one À # q < 2 ? q € Zi e 


3) max fa, n-a} ar CN = (4) <emmms> ( ( 2-n)a+1 >. [ri) 
“we x£&M, =" y4y = qqn + r 3: max £a n-a} < ren sq € -1 L qeZ} 





ot on a discuté tous les cas 
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7.127 « 
Trouver une méthode de résolution en nombres naturcls 
pour l'équation : | 


qe tn, 


m 
Î x. +a = b. | FA LEE 
Le col v 


avec e sb cEM/ipe A/° >: 


Solution : 


L'équation aura une infinité de solutions naturellos lorsque 
bc = Oe 


À h EÂts..nt) on prend. Yh € (7 quefconque ; Construisons 
Yn 91 AUE Ce Yyere V, = KP avec KE AZ : (1) 

Soit YA le plus potit nombre naturel qui a la propriété He 

(T4 existe un tal Yn parcozcuce , si on écrit chaque YRE SA Ps : 


_avoc x ih€- V1 ct Pa étant le i-ième nombre premier ( positif) 


j ? Æ Pin 
h€ Lroson-1i , on prend ys - lb an , avec B, E A/ ie 
Jin 





| ; 1 
los sont choisis tale que *. AE ue 
Fin - ) Ah + B,, M ;où 
Y, s hui. 


& | 1 
l'on‘écrit c = | p, avec TE Xi ct Bin ( pour chaque i) 


est lc plus petit nombre naturel qui vérifio cotte propriété.) 
Construisons y, * YA t? . avec t € /(/° , t étant un paramè- 


. L' s = : M : : , Fe : 
tre équation devicnt s x, + 8 = b:Kit , où les incon- 


nucs sont Xqs es Xh ct t . On a encore : 


m : # 
>. _X, +a =mt , on a noté biKk = mÆfi/ + 


i 
i=1 
n 4 2 + 
A) Si bic = o .: alors l'équatior ÿ x, + e = 0 n'admot pas 
iz=1 


de solution en nombres naturels 


B) Si bte # o , alors = o < L'équation admet unc infinité de 


solutions naturclles : Ÿ'sEf1,...:m1} X, M tt où 


o# ré £ æ -1 ; êe E {K/ : et w, est un paramètre naturel , ct 


Xn =. % + pis a où o et Lex -1 mais Les est choisi tcl que 





," 


r;, te =. ( on a noté Ms un multiple de X ) et aussi 


LE 


rn € /U/ WW = paramètre naturel . 


7.126 . On conne l’éauation P xs ; ...1X,)"0. avec P(Xyre29X,) 
un polynôme du deuxième degré en XqreeesX, à coefficiants réels. 
Montrer que A. cest carré parfoit si ct sculcment si A, est 
un carré epone ° (para, on a noté lo déterminant de l'équa 


tion initialc de deuxième degré rapportée à l'inconnue x} ) 


Solution : 
Nécessité - 


( La démonstration réciproque ecra ancloguc .) 
2 
L'équation s'écrit 3 AztXx,; * 5; ut = O0 : (1) 


L L X 
- JL 


où À est üuna constante ct BD. unc fonction linèaire de premicr 
degré en Xy sos Xi 2 XgagreeesX, € (/, est unc constante ; 
parce que sinon il en résulterait que P a un degré strictement 
supéricur à 2°) 


A étant un carré parfait . cela implique que A, = . 
À 


KiCXpsoeesXs peXsageree:x) : av © K, fonction -inéaire du pre- 





mier degré en XyscssXg a 2 XjggsvoesXn © 
| 8: K. à ë F.. LL. ; ! 
0 + NO Ei — 

(1) =] devient : Al = ER { ETES = à ) = O 3 OU 

à 2 À \X 7 2 À 

DA." xa + Bi = Ki << 2A: ti + Bz + Ki 
A une xa À Bi = Ki Ge) 
2 À 2 À 


“Puisque 2A°x, + B, # K, sont des fonctions du premicr degré en 











Xgreee:X, On peut calculer * cn fonction de XproeerXs ge Xjggeek, 
né fe Tr A 
(2) devient nf X; Fy (Xpress ge XjggeteeeXn) À, 
= — 
7 D À La 
[a F2 Covers Re PRG -) pas  natatiot 
mt rm 
a mn 


2 À 


— 152 


par notation 


? 
mama re) fore = G { 
ÿ 


4 RE t XjgasteesXn) ).(x,- 


- ga ( XgaveesX, - Xjgqere"s X} Ÿ } = o ; où 91 J2 Sont aussi des 


fonctions linéaires en Xq30ee:X 


è us 


11 Xiga A 
j-1 jtlsoses X) * Donc ” 


est un carré parfait o 


7,129 +: Soient + x" oct à xX+a = o toutes les 
nn # (n) 4 (1) T (o) 


équations tue par pernutations circulaires des cocfficicnts, 
+ h CZ JD + ss 

sur l'ensemble CARTE » 8, E Æ: 1,0 Li Lan, n pair. 
a) Montrer que ces équations admettent une racine commune réelle 

i se! ‘e si HocetGi A = De 
si ct seulement s a, &j*a 0 
b) Soit Xo la racine commune réclle ; S la somme de toutes 1lcs 
racines des équations ; P le produit de toutes les racines des 


équations . Alcrs : 














= ?. a 
P Rene i a a 
S-x, + {n4 PR eme -{ \. ni : o % ni ) 
“o È LEE a dn1 a, 
i=0o ne-1-2 


Soïution : 
En tout àr & n+1 équaticns : 


On 8 bi cûr a K7 +s0o%8x X_ + 5 o oLK< n:(1 


Soit donc x la ravwinc commune réelle . On fait la somme de tou- 


O 
! n PRE: £ a” . e 1 1 d 
tas les rélations (1°. at 4! vient : S çr° + x +osotX. + 1)=0. 
+ 1\o Oo O 
4 # 1 û : S 
Il en résulte S,= o o:: L #+ yn Foset NX + 4=0 , mais il n'exis- 
Æ 0 O 


-  j] — 2 1 
te pas d'x € /R qéi annule l’écuation KM ++ x + 1e O0, avec 


n pair . D'où Sa = O; mais S,= à +oceta, + a. « 
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2 _ . ee ‘ ic + | di N 
Réciproquement : S4=0 + M UE que Sc (n) . 4 +osot 8e itt 


‘1+a.- (oÿ %,"0: o<KÆ£n . Donc toutes les équations admet 
F ke 


tent la racine commune réclle x, = 1. 





AE 84 : ae 8, as . 
b} S-x, = (- aa 1 ) + (— ë -1) + (- en l)tesot+(- ru 1) 
n ni n= Oo 
a a - a | a 
P= =. . a . n=i .… 1 = 1. 














Che En2 


n o) 
_- e : 
Donc S=x, + (n+1)- L = -C =” 2 = + > An ) : 
x n-1 n 


O 1=0  n-i-2 














7.130, Résoudre dans Æ#€ l'équation = (x+1)*+ (x+2)%= (x+3)* 
: Amos Matt. Mort£ls * 1985 | 

Solution ; ; 

Evidemment x > -1 , puisque les bases des puissances doivent 

être non négatives , ct que pour x==1 l'opération ge n'a pas 

de sens . 


Sionea (x+33* Æ 0 , divisons l'équation par celui-ci.il en 


résulte qua É ES # + ds 


| > x +1 NX X “ 

Soient g4 (x) = 5) et go (x) = CEs-à et éÉC0=8100+8200, 
- sé l 

| 


L 


qui ont le même domaine do définition -1, + 2° 
Montrons que g, et g, sont strictement décroissente” , d'où 
il résulte que À ost aussi strictemont décroissante « 

On onstréit les représentations graphiques de g4 €t GS + 


x 
Te 


x45 





Pour g4 + x + 


a -2 _ 1 1 
= & 7 <r 


À: 2 Rs 
lim g, (x}= lim |( 1-5) 
À DH à Xe L 4 2 k 
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x = 0.72 9100) 1 5. 


La droito d'éauation y = _ cst unc ssymptote horizontale 
Le € 


es W 
: + 


quand x tend vors + 5%: 
. La droite d'éguation. AE est un nprors verticalo ANAnE x 
tend vers + "4 | . 


Le graphique de g, se trouve sur la figure (Eh 


Pour 92 3 .X = O rod 92 (o)= 1 $ x=mle> 
— ne 1 _X+3 = “1 “ 
lim g .@ + Lim | 1+ _ ) 1 ei KX+F3 u ; Rs 7 mms : u 
<= 0 € ent x+3 ) : ESS nr 21 
. Le 4 - se 3 
1 a 


D'où le droito Re tion ÿ est une HAMRONQTE horizonta- 

le éme x tend vors +. | | L 

Le graphique de g, se trouve sur la figurc (2). 

Da (1) ot (2) on tira que g, ct 92° sont strictement. décroissan-: 
tes sur ll 21 : #4 | donc on a 1a même propriété pour #. Parcs 


que ge « =1 il on résulte que x=2 est la sceulc qolution récile 
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72131 Se FER CRenE que b? — 4 ac cest un carré Monte : trouver un 
procédé dé en dans : enseñbla des nombres entiors de’ 
l'équation : ax?+s bxy + y? + dx + Fy +5 = 0 ; avec Asb:CsG a 
f,0, entiers « 

Solution ; Essayons d'écrire l'équation sous la forma 

ax? + bxy + éy? + dx + fy + 0 = (x + Bay + Fa )( 9x + Boy + 
+4) + d s où tas Bi LE Ce , 1€ 1,2} « On a 

x iso + 4 ,Poxy + G£ Ve +Pa  2XY Pie BY toy + 


Ba St ox + Pipoy + Xa So td = 0x7 + bxy + oÿ7 + dx # fy + 0. 


Par. identification il en résulte :. 


ut D, « a Y, #, + Y à =. d: 

 - RUE : ” “4 ‘ À | Y à se 

(1) Pa Denis te | ot (2) \ 1 LE =. fr à 
#1f2 . ra = b | 1 Do J = e- 


cui est un « rstème du deuxième «sgré ,: de 6 2 à 7 in= 
connucs > Kye re, 4 Pa 3 P2 8 Ÿ , * 23 5e e Da (@) on tire 
Lo ' : d 4 LS à . : | 


a 








2. = ccm = € Le 4 ee La I 
se 7 Be | et Ke EE B, +.I1 en résulte 
| : ga #, x nie 
que cz + —— = b, où z = a 


Pa 


mais il faut que : PAT soit un carré parfait. + c'est-à-dira qua 


b? - 4 ac = k?, K CÆ, ce qui cest satisfait par hypothèse . 








Fe + 
Dune 2e ds OR... More " = . Es ot B = b+ K 
b + K v 2%; 


B: 2 c 


On remplace en (2) ; ct on obtient : 











a 2c …,  , b£k 1 
d. +, Y = d: Gi, Vo t PEN ef; 
1 œ 4 Y 2. b+kK 4 2. ? D _ 4 # . 
1 Le 1 
us X1 | | ; 
d'où on trouve rm CT x, X > Comme des rationncls, (3) 
ae À 


4 
puisqu'on à un système linéaire de 2 équations à deux inconnucs 


(w= “ct : =, Lo ) < De (3) ; il résulte qu'on peut cx=- 
Le, : nd ‘ 
À | 
\ £ ne : ñ- 
primer à ct. Ÿ. on fonction de x, r De l'équation un 8, +d 20, 


» 


2 
on fait sortir “{ en fonction da x, + On donne una valeur con- 


- vonable à %, et on détermine ainsi toutes les inconnucs. .« On. e! 
1 Sd , 
sg ss | | Ÿ M: 
(4x + Bay + 8 4) (ox #- Fe + #4 ,) = - ÿ . On met les cocf- 
ficients au même dénominateur ct on élimine celui-ci , Puis on 
# 


RTE ; c! ; 
) CR SX por + 5 ) = - cr avec %4 : 


à 


trouve (Styx + Biy + a 
Pi rs Yi: AS : B 285 : © * de 7 + Maintenant ëôn décomposc 
k 2 Ê 
i | 
d en facteurs enticrr.cr on-cessaye toutes las possibilités , ce 


qui donne un système d'équations diophantiennes : 
H IX + Biy “ÿi = d. avec 4 5 ë - f Pr 1ei12i 
i ‘ i £ Si VGS 4 ‘D g [<a £ ve 


7.132 «: On considère l'équation «+ / 5 
EEE ». A, X = o avec tous ces 


ex 








i = Oo 


coefficients récls ,; e, # 0: ct le netureln =>2. 


"e 2 | : . 
Montrer que si ( n-1) a 4 - 2°nra, 8,2 << o alors l'éauation 


n'a pas toutes secs racines dans 4° 


Solution : Re 


a 


2 | 2 | 2 - 2 
S= (xs Ca X3 j + (X4 Li X3) Fesct(Xg=x,} “+ (x5-X3) Fos et(X5=X, ) toocot 


= 157 — 





1 + 2 

(n-1) TR rx, } - 2 Luxe + HU + XoXztoost 
+ XX, teocet X, 1 x, | =(n=1) fx Fo + [-22 (plbares 
tos.txix, + XoX3 + ae. ado Xn=i Xn l s(n-1) 21 + 

n 

+a = 

n—2 LA 2 

ni (-2n) = Res | ( n-1) anni = 2 n a nên=2 | < £ De 
n a Lu ad 


n 

(On a noté X4 Dei x les racincs da l'équation .) | 

Il cn résulte aue l'équation donnée n'a pas toutcs scs racines 
dans 2 . puisque sinon il on résultcrait que S > ° . 
Remarque : pour n=2 on obtiont 1e résultat très connu que si. le 


déterminant d'unc équation de deuxième degré , ds ei O s alors 


l'équation a des racines complexes +. 


7.133:. Résoudre lc système suivant : 


M : L 

X; = x, y, 1 j Ln ,evecn > 2 
i=1 

is j 


Solution & 


On écrit éxplicitement lo système : 


Xo + X3 tsostX 1 + Xh s 1 
X _ 4. 
RS ARR RE MURRDN- 
oser X = 4 
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On fait la soüstraction centre L: première équation ct chacuc 
autre équation . On à : 


On reporte x, = X4 + y KE . 2£K<n, dans la première‘: 


équation at on obtiant :(n-1)x, + (n-1)%,4= D + the 
Ÿ um 17 l | SE F | SE 
D'où X4 ET | =(n-2)4+ A otesst “hf : 


__ 


On détermine da façon analogue 1cs inconnues XoreseiX, LA 


SEE NO ee +, 
sOPD ARNO système cst : *ÿ = . Aatoset % 4 -(n-2}%< 4. 344 
+, | 4 1<idcn 0 
7.134, Résoudre dans l'ensemble des nombres entiers lo systè- 
me Î -17x + 52 y = 130 
| 35x - 27y + 26z = 84. 


Solution : Résolvons en nombres centicrs la première équation 
du système , qui est une équation diophanticenns ,; sa solution 


générale scra 3 


52 t - 26 


x 
a 
{y=17t-6.avect € Z 
En remplaçant les valours de x ot y dans la deuxième équa- 


tion ,; on a : 


(2) 1361 t + 26 z = 832 , avec (t , z2 )E 7 ° 


On résout cette équation on nombres enticrs ; sa solution gé- 
néralc sora 3: _t= 26 K, 


\zs-1361 K + 32 , avec KE 7 . 


Celle-ci est reportée dans (1): 


En 
+. 
u 


52 *. 26K = 26 


17. 26K - 6 , avec KE Z 


autant 
«< 
il 


Donc , la solution générale du système initial cst : 


1352 K-26 


* 
(i) 


\ y = 442 K- 6 


Le =-1361K + 32 , avec KE 7 . 


Observation : La héthode qu'on a utilisée cest la sébstitution : 


normale , qui s'utilise aussi pour résoudre en hombres récls. 


7.135 . Soit un système linéaire homogène ayent pour netrice 88 
sociéc AE X (mini a) , qu admet le rang r (A)j<n . (Le rang 
d'uno matrice c'ast ordre du déterminant non nul lo plus grand 
GET de cette matrice .) Montrer sue ee istèns édmet das so. 


Jutions cntAdres non 'ÉPAVIS TS . 


Solution 3 On LOnSteens le AYSERE initio1sS 843 x = O0, 


| re 

Li £ ms, avec tous les 245 cE . On met Les coafficiante au 
même dénominateer et on élimine calui-ci 5 On ‘obtient un Ru 
me qui a tous les COUTFACRen Te cnticrs . On note. r A)=zr< n 

( conformément à 1° hypothèse 1. si on élimino les équations 5G= 
condeires élors il reste r équotions principales . Résolvons nor= 
meloment dans Æ ", en appliquent la méthode de Cramer . Sens 
nuire à le généralité on suppose que re sont les variables 


principailgs « 
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Ainsi XeggseeesXn seront les variables secondaires . Comme 
r <n s; il existe au moins une variable secondaire. Les solu- 


tions réelles du système sont : 


Re ; ht X+ s1<h<r, evec tous los bht dt À 
enticrs , où À cest lo déterminent qui contient los colonnes L 
1,...,r ot les lignes 4,..osre 

Si on : pose X# = AK, sr+i<t <n, avec KE Z °°. 


( paramètres ) d'où FL Détiies 
n 





= = D D J 
he bp iEhEr: 
me 
t= f+1 


11 en résulte unc solution entièra # = indéterminéc pour notre 
systèma . Si on donne des valeurs non nullcs aux paramètras 


K sis K,, on obtient unc solution cntière non triviclc par- 


r+1! 
ticulièrce  . 


7.136. Déterminer los matrices À ct B d'ordre n telles que 2: 
(1x x? .…. xNrT ). A = (1 14x 4x ee 1#x071 ) ot 


1 n=1 


( 1 1+x 1+x co. 1+xn7 je 8 = ( 1 -X re soso X ) 
quel que soit x réel .. ss 
a) Calculcr AM ot D" , pour m€ #/°... 


b) Montrer que Ak 0° « p° Ak at ( AB LPC K,e p € #(/°. | 


S S 
c) Montrer que si 7. | 
| ) an " $, ‘elors 


à 





S 
| | NE : 
i=1 


PU Th ost la matrice unitaire d'ordre niot KisE € (7°. 
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Solution : Soit la matrice À = ne ie: \ 


\ 


| Fe °21°7 23°" "92 
\ à 


+ 


en | 

4 
4 

$ è : j 

La : ; 

Ent" "07" "nn / 

Notons v = (1 x CH Liu ln ) at u=(1 1 +x 24 os 18X07T) à 
En multiplient v par la première colonnc de À nous obtenons 3 

844 + sed” toceta, a nr. , Vxe7R +. On fait x=o, ct il on 


résulte aid = 1, done ae + oo. + ‘A. ni x Oe Yx € /= ; 
eee à-dire que celui-ci cst le polynôme nul parcequ'il a plus 
de n=1 racines Re d° où 821° = 0,4 © 0e 


On Sultiptie v par la colonne j de A no < LE ct on obtiont: 


a + 894X + or. + 8 + 8.,.,X +osot à .X .1+x) 
1j 23° - 3-1,3* 33 nj 
Ÿ x Ee 78 :. 
Pour x=0 on trouve a,,= 1 ,. Donc a,,xt...+ta xiTt4 (a 1x7 Te, 
1j 23 j-1,j 3 


hote Xe o,VreÆ » Ce polynôme , aussi , est nul , ainsi 


PS SR PS PE D 2321,3" D E o ct 83715 o ,ou 8,5" s AVOC 


2<3 £n . Il on résulte que À =f1 1 Leossl | 
: a 0 1 0...0 ; 
Lee PS 0; 
\: 


Oistes 20 


bisteeba, cb, k 
Soit B = À 


b21...b5,+..b, \ On multiplic u por la première co- 


C2 - 


Pas **bnj° nn 


lonne de GS, ct on trouve :b,,+bogteeetb 4 # # BoaXtere#b 4 ts Vus Æ 


A6 


Pour x=0 , cola implique b,4 + bo4 + ect b,4 = 1 . L'on a aus- 


1 a me 77: < 
si boyXtess.t b1X" = O» Ÿ x EU . D'où b,4= ee Da Oe 


En multipliant u par la colonne j de 5 , nous obtenons : 


a dt eZ 
bxs + bottes bas + b24X* re +oseot b, n3*° = LE VER 
2£j<n e Si x=o , on trouve bat b og Le nj =0 + Donc 

3-1 = 1. 
Brxtarst b,,* teostb,x 


n-1: 


EL 


- girl cpl 1, 

= X la) bogrter tb F. + a b; D bn x 
sh Vers 
La même chose : b 


Dj bia," Pis, j pe b 


7 bij* 1 “one bijt Bogtsestb, bas + 1=0 a - CEE oi D 


J : 
Ê 11 +. —1 À 
} us! û > 


B = | Oo À 0-- 0 \ 
ë 0 


o-.-0o 1 
: | | Fe cape AR f Imeosetcoin À 

k , ie 7 

e) On montre par récurrence que = | à 2 0.0 on 
Pa u Pas 
Le cas m=1 cst évident ‘ | Lou a 60 j | 
ù 7 \O0,.0 À / è 

On sunnose le dé ce vraic pour m, on la montre pour m+i: 


£! m+i Re m+i : 
Amtle AMA 5 \ 


pau 
{. Cul 
‘: . { 
|’ L + * ° | 
ie 10 
fs a} Ll'em so. M 
HR m 4 O 1 Se 
De façon analogue on démontre que D" = | * , . + © | 
b) On voit que AD= DA = I nuire | 
n à A < , O Î 
de al 


LA 


AK c* = heo A B...D = Ass. DA Des B=..,= BA AK Pl = 024Kp 2 
eng" Lg rt 3 . Nom 
K ie K=1 | ei 
moses B'ÉAX, AB = DA 2m} (AB)Ÿ= a? 


e) AK 0% À 0%... Ke pie ak ae dvi de A Bis. À tot. | 
(AG) = 1 = 1, où on a noté t= "2 k, = > x. | 


7.137 137 , Soit la matrice A -(° °) avec ER ù 





1) Calculer le matrica A , où he 47°: 


2) Discuter la limitc ES 





> det ( AK) 
lim Ke | | 
FH 
ra = det { <—— K\ 
À nn A ) 
Le J 
K=1 


Solution : 


1) Qn démontrers par raisonnomant par récurrence | auc 


se Pa \ [5-1 





f, avc = ee anr2i 21 (2) 
n *n/ / 
= : i=0 
En+1 | . : sx 
Cr | | 
et Bn LÉ ceiri an-2i + À: b 2i—1 (2) 
j n 
i = 1 A 


où [x] représente la partic entière de xe 
Le cas n=1 c'est évident , Supposons la propeiété vraic pour n , 


on démontre qu'elle cst vraic aussi pour n+1, 


Sn+1 a 


Pn+1 # 
on 


5 il faut montror que = ex + D = 
ea +1 n p, 











fe + bB,, bé, +ap,, \ 


æ%, P 
antis AN sf; : Je un, na 
(: # |) { b'£ + 8Pa Fes Pa 


+ 


| n+1 ; 
[ 2 a “+ 1 
SN c2i anti-2i D2i + c2i-i Qn-2i+i Lie anti 4 
4 ."n L / n à 
i=0 i=1 
—— | 
i= nt1 | 
2. ++ 
AA 7 


2 

i] Si n=2K , alors Li 7 , donc le deuxième somme de (3) 
est égale à zéro ; oths-i = | i1 on résulte l'exprassion 
de ea de (1) . 

ii) Si n= 2K+1 , alors DE: 7 ct la deuxième somme de (3) cst 
égalc à c° a° bP*l = Dis , d'où résulte l'expression do eut 
(1) parec que la pronmière somme de (3) aura des termes de i=0o 
jusau'à i -\+] . | | | 
Aussi , il faut montror qu& Bi1 © 


[5-] | "fo#t 


bo + ep ,= | 


ei 


UE DOTE | 
: Li SS cet on-2i L2iti ie K CRE anr2ir2 g°i"t : 
=0 : L= | 
Ÿ n+2 ] LL j_ntt ] 
NE LT 2 


de 


= à eeaiS Aanr2i+2 peiri ÿ K er Anr2i+2 D2ir1, 
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_ À en i À 3 2i=2 
: K ( c°i 2 à ag 1 ) n+1i-2i+1 p2i 4 N (ce: ; 
i=1 | i=- ss 


anr2i+2 b2i-1); (4) si nt2° 7 


4) Si n=2K + 1 , alors PE. éZot donc le deuxième somme da (4) 


| = [22 | ,. d'où résulte l'expression de 
| si press 





ost nulle . Aussi | R 
Pret de (2) - 
ii) Si n=2K , alors 


.. 2 7, 2 p 
[nn ni : n | | 
Len? ‘3 2| 2= 
est égalc à Euh 212] +? b zJ* pnti, 


É CZ ; d'où la deuxième somme de (4) 





Abnsi que dans (4), si on fait l'addition entre les deux sommes +: 


il en résulte auc pour le PrARTeRs domme i prendre des valours 
n+2 10e n+2 
FE L 


de 1 jusqu'à | , ü où résulte l'c“pression de Ba 


da (2). 


Ke 120 252 s L— <— 
2) det (A }=stg - Pr=ee=) _ det { AKy= CE Pr )= 


K=1 
: _. 
DE ee Po Che po = Ÿ Ÿ te) Kçasb}és Ÿ  (e2-bepee 
. 1 . 
| 2 2 | os 2. ,2,K. ,.2 ,2,(ab 
1 1 - D 1, alo: - D = D 
(c1) si a Æ ors = (a ) = (a ) 22 


7. A e Lx | +) dot CO" }- 


sun” 2% 

















n 27 n à RTS g Vi : 
= ($ SUR AT SN. PR Be ) PAIE 
is 2 PTE Mo D 
1 1. 
n n __ “ n \ ; n \ 
; \ 4 \ Ê fr * g 2e s A Ù . RE K 
+2 Po 1) kg) À) (ia) 7 do 
1 __ à / \ 1 4 sh 














n r 
S K Æna-h)i -4 
c2) Si a-b=éi ,; alors } fab) e (ob fin 
ds DURS “Asbe% 
n (a+ 4 
c3) si a+b=£#, alors Ke (E45 _—. f 
fasl = 
{a+b) Fu : + 
A 3 +b -4 
dé ’ 


7 Discuseion + 
Les cas : 
A) Les conditions Cl : C2 at C3 soit . sconpli3s 


BG) Il existe au moins ur. 57 “ca de celles-ci qui n°est pas 


accomplie ñ . 


mn 





DR Re (a 
A) Lt À dest (A } Ê or re, ù 


à 
À 
À 
Ne oc! RS ‘ I SU pe se 4 
és A 2  L? FR (ob tab) (a+b}#1 


\ det (S AT y 





si : À 


On à les sous-cas : 


a 


Ale de- 21. 


Nf 


u 

| 
- 
le 
j 
T7 
É 

{ 
h 

Ti 

© 
re 
[: 

ê 
= 
O 
3 
[a] 
[æ] 


Â el. Admet les sitvations 1! 


4 + à z . " 7 f + es À ‘ 
Alec ‘Job IS1 et lasb JL1 œmœ) Lee 2-51 )(a+b 


are be = 1 


A.l.2, ,fahbiléi et jatb i> 1 =: Leo 





A,1.3, . [a-b.i£i ot. jorb/=1 <æmmes) l'aub, [C1 ct atb=-1, parce 


au‘on a C3. Il es résulte que la limite n'existe paS.e . . 
A,l.4, /la-b,ÿ>1 ot ,fatbi. < 1 ===> Lso D 0 


Aole5e. le=b,i21 ot la+bl/ > 1 ( ce cas n'est pâs possible : 
RE | | 
puisqu'il en résuiterait hs b É 7 4 : qui est on contradic- 

tion avec A.l:) 
=1 ( Co même ce cas n'est pas pos- 


4  %e _ 
AT.Gs lab 2 1 ct 


sible j. 





A,1.7. Ja-b} = Let Jlarb'i<1 des best et} a+b, |<1 ’ 


parce qu‘on à C2 . Ii en résulte que la limite n'existe pas . 
1e { 

AcTeB. Vanb = ï ot ‘jatb'{mit | | 

* ces deux cas n'existent pas en 


Acto9et a=b/ist ct ass |S.1 : 
Le 1 2} Ê Adi > ; raison de A.1I, 


À ,II. odmat Jos situations : 


AcII ele ‘Je-b, {51 e£ ati 4, À > à RS, Le a=be1 a+b=1 
$ s # 2 2 














lin es CS _ (g-b=1)(atb-1) , 
he 0e : PU 2 et - à ? 
Le — e mm CH mme a = D  - 

(erb)T (e-b}t  -(a2-5y" 
À t #4 e « * à 
AoIlI.2, 127 l>- 2 GT {a+b 1< à ere L = © '. 





Aoll:3e job > 1 oi Jasb le rooms} l'2-b/)5 1 ot a+b=-1, 


parce qu'on a C3 .71 sn récuite que la linito n'exéste pas 
A.II.4.| a=0b,}:1 ct jotb [> Es) Qmb=n1 ct ‘la+b'|> 1 : par— 


ce qu‘on a C2 .Ï1 on résuite que 1a limite n'oxiste pas + 
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A.II.5. fo-Dis1 ct \a+bl =1 Y 


A.11,6, Va=bAÂ=1 ct. la+b,} < 1 
| ces quatre cas n'existent pas cn 
AII1.7. lab )é1 ctAa+b,1À =1 


| | raison de ÀA.L. 
AoileBs L'a-b,}<1 et . Ja+b 1€1} 


. AsIToIe ka=b,941 ct l'a+), L> 4 xs» Leo. 


A.III, Il on résulte : L = (e=p-Htere lim 21) =1 


- Hésbe et PA (-1)"+1- (ab) Dta+b)" 


| eo? De 
Mais a-b #0 ot o+tb = — 
ab | a+b 
Le Les Lim 1371 ; 
in 
_ æ2 ne (= 7 Nyd-(a=b) FC = 


, donc 





-a=b 4 1 1,1} én raison de C2 ct puisque si ab==1 il on ré- 
ét Di Fs(a-b)(a+b)= =-(a+b), c'osÿ à dire atb=1 , con- 
tradiction avac C3. 


A.III, admet 1cs situations à: 





AIITL.1, ja=b. p< 1 | 


ANTTLLPs Va-b1>1 —3 + — 


Â LIT 3. i ab. 151 € 


ris 
. 





nes .[<t ms) L=o 


> a=b=1 où bicn a-b==1 , qui n'est pas 








possible . 
B) 11 cxiste au moins une condition d'entre C1, C2,ou C3 qui 


n ‘st pas accomplie 


[AU 


_ si la condition C1 n'ost pes accomplic : alors 82° =1 « 
amer) <— K 

/ det (ÇA }= 

t— 


- si la condition C2 n'est pas accomplie , alors a=b=1 


n : 
œmxe= y S (a-b}<= 


1 
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si la nn C3 n'est pas ecccomplie , ,eicre a+bzil 
? 2 (a+b) sn. 


Analysons toutes les possibilités de co cas . 
0.1. a-b = 1 ct atb # 1 4 Il on résulte a? D 2 1, aebtt at 
| +b 
(22-52) [ te2- » je 1 | ER. 











L = lim , _ ñn _ 

PSS, ie m0 mn (a+b) }(a+s) -1i 
(a2- bP)(asb=1) 4 (2h +1 ji 
(atb}(a-bfn1 ) pre | t2b PTS Le 


DIT, 0=-b=1 ct a+b=zfi ====) e? CS b2 1 =zs<}; a=1 ct b=o==S Le . 


ose Nin’ 





D.IIT. o-b 1 ct a+b= 1 =) n° D? sé 1 , a=1-b some) 





. ne (a-b}[{e-b) -1 
2 ns - - 
ab )(a-b-1) 1,4, 1, (=) =1 , ä 
2 n 


(a2-pfsj(e-b) Msn (1-2b) -1 


DIV. a-b æ 1 ot atb de 1===> ef bÂe 1 on raison do D). 


mes, L=lim br = ER 





T n3s (a-b) Ca-bÿ"-11. (e+b) [te+b) Er 
a=b=1}(a+b=1 lin - | Re = 
a — b né ( a b° 31 -(a- b)" -(e+b)" +1 
5 n n 
= (a-b-1)(a4+b-1) lim 8 2 (1-0) 
n-# 2-(a-b) N(a+b)" ns 2-(a-b)5 (a+b)" 


D.1V,1 . a=b J<1 et Las. 1 . En appliquant le thésEss da 


Stolz - Césaro , on obticnt : 


Le 2(1-0) lim 
ne (e+b)1 





2+b}1 pre | 


B.IV.2.} a-b [<1 et Jatbl = 1 jme |'aub.}{1 ot a+b= 1, 7 

Ce cas n'existe pas parce qu'il en résulterait fa°= b? 12: 
donc es D? 1 « Contradiction eboc D.IV. 

D.IV3. fa-bj <T ot] asbl, € 1} 

B.IV.4 [ab /J=1 ot} atb |< 1 | 

C.1V,5 /fa-b f=1 ot , Ja+b, >1 ces cina cas n'existent pes 

B.IV.6 fa-b 134 et ;latb,}>1. Êa peAon ee De 

D.IV.7..Ja-b [> 1 ct Va+b f=1 


D.IV 8 at {1 et ‘Ja+b < 1 mess) Leo 





B.IV.S.,fe-b,i=1 ct L'a+b}, 21 <szmss) 0-21 ct atb=-1 =e=}pemt ct 
b=o sm==} la-limitc n'oxistc pas +. | 

Et voilà , ÿous. les cas sont étudiés . 

La decusevon de limte cest très longue . mais cile néccssitc 
un bon arrangement des ces ( aui dépendent dcs paramètres réals 


a ct b je 


7.138 ,. Soiont a+ 84° “an G9s ee récis 8, > 010 GIZ. 


&n considère le polynôme P(x) = a x +ooot a4x + a, tel cuc :! 
s'il cxista a, < 0: 1€i<n-1 : elors lo premicr CORbRIeRens non 


aul aj4k * 1LK£Ln-1 : entéricur à a, » vérific s Vail/ge tk 


à SX. peorX ER: ; déterminer le minimum co l'expression : 


m 
E Xaseuoor3X ) = F æ } 
( 1° 2m “ ; PC) + P Fe, ct le point CXygseosX,) 
"Log * 
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où sa réalise ce minimum + 

Solution : 

Six >oct i > j : alors. xŸ+ rie , los doux égalités 
x’, | : 


ayant liou Fe x=1 





E (COTÉES ) = en a4(xj+ ob 8). 


 E ( x! n 


j=1 3 
Soit F (x }= P(x )+P(eee) = 9 (x? ” ses a {x x 42 a 
j j Xi n° ji 4" 1°) X o 
| j — 
| Fe = 
Si 8,>0: 1Li<nN-1 OP ECE 2 (2 tagte..ta,) et 


Mis 
celui-ci cst réalisé :sculement pour x,= 1e 


S'il existe a.<o, 14i<n-1 , elors de l'hypothèse du problème 
4 + et pour ics autres cocfficients 


on tire . lat. & sue ISKEN-I Ex ne 
ON a Ay,4 © ++. # o *. Donc a,,x( X* + )+ au(x + 2} 
L+K x? 
x: j 
_ J É = 
: 1+j i+tK, 1 Este. . 
= ( B44K7 ER }.{ X + —- =) +fa, tt X; +. KR | Xj : > 
x: x 
ï j 3 
_ | : + Oo -2(a, + a l'égalité ayant liou scu- 
> (aix jai |)" 2 (a, + ask) LÉ A | 


lement pour x,= 1 , ot de même il en résulte qua min e RI*S ) = 
= 2(a tagt-..ta, ) qui se réalise sculanant pour «hi 
On trouÿe que * Le E(xy see Xp) 20 (astogtesetan)s et celui- 
x, € A | 
j El'lse.sim À 
! J 
ci se réalise seulement pour (Xxqyse.esX ) = (lsooesr1) 
ut PEUT sad 


2.139 . Montrer que 

a) La somme des puissances d'ordre 2p+1 de 2K+1 nombres naturels 
consécutifs cest divisible par 2K+1 , 

b) La somme des puissances d'ordre 2p+1 dé 2K nombres naturels 
consécutifs cest divisiblo 2K si et seulcmont si p > 1 ct K cost 
divisiblo par 2 . 

Solution + | 

a) Soit S, le somme des puissances d'ordre:2p+1 de 2K+1 naturels 
consécutifs . Las 2K+1 nombres naturels consécutifs constituent 


un système complet de restes modulo 2K+1 , D'où S,# o2P+L,12p+1, 


+22P+1, k2p+1 2p+1 2p+1 2p+1 


+ + (K+1) +oco+(2K=1) +(2K) {mod 2K+1),. 


2K=iz -(it1)(mod 2K+1),pour oLi<K=1 


D (2K- 132Pthe (i+1)/PTT (mod 2K+1), oLi£K-1. 


Ge de 


Donc (2K) (mod.2K+1 ) 


(2Ke1)2P*15.22P#T (mod 2K+1 ) 


2p+1. _K2p+#1 


(K+1) (mod 2K+1) 


+12P#1,22P#4, ak 


\u 


2p+1_K2p+1.,, ..22Pt1.42p+1, o(imoS 245à 


Donc S,: 2K+1 . 
LDo même soit S, la sommc des puissances d'ordre 2p+1 de 2K na= 
turels consécutifs . Les 2K nombres naturcls consécutifs cons 


titucent un système complet do restos modulo 2K , D'où S,3 


ofPY14 12Pt1,92p+1 2p+1, k2P+14 EPL sr t2Re2) "PTT 


2p+1 


+ocst+t(K=1) +(K+1) 


+(2K-1) (mod =: 


Mais 2K=-is= _4( mod 2K) ,pour 1Li LK-1e 
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muy (2Kk-1,2P*l, 4 2P+1 


ep * 2p+1 


( mod 2K), 1S1£K-1 « 


Donc (2K-1) (mod 2K) 


2h _p2pt1 


(2K-2) (mod 2K ) 


000500089369 5e... 


çke1ÿ2P#Teçx-1) PTT (mod 2k ) | 
SE o+1 2P+T4 22PÉT4 + (ka1)/ FPFTk 2p#1, _(K= 7 


2p+1_ ie _ 


sen) S 
22 K2P*T(mod 2K }. Donc (5,3 2K ) cms (PF =) 


Gas (KP; 2) éd ( p>ioet K; 2). 


7.140. Montrer que si a 6t m sont des entiers , n #0, alors 
CAR a ) (bmf-1) Î est divisible par m . 

Solution : 

I) m est premier + | 


i'm: ; l i 
a) e= M, + Alors a °— a=.M, et on en tire la cohclusion .: 


b) a JM, . On a . d'après le théorème de Fermat, à e= #3 


II) mn'est pas premier ,; m #9. 

a) imi= 4. Alors 

Ee(el 7 Lo)(m-t)ts 2a(et Mirli)s 2e (a 3_1){moû 4) 
Si a =, , il en résulte E= o (mod 4) 

Si a= M, +1 , il on résulte a°u1 = M , d'où Ezso (mod 4), 

b) fm) 4. Donc.<la,bÆ Z-{oi-tit1fs Îmi={af{. bi. 
Sila\Æb!, puisque loi<ln-1 , [bj<fni-1 , il cst clair 
que Ja jet! bjse trouvent parmi les factours de {{mf-1)!{, donc 
({mi-1)!so (mod m), d'où la conclusion . | 

Si laf:bt, puisque | r{# 4 ct ia «lmf-1, lbj<imf-1 , on 8 


21bi< mp1, ainsi lafct Ab se trouvent parmi les facteurs 
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de En ta): , donc (Îmk1)150 (mod m), donc E = o (mod m). 


_Remérque : En II on a démontré 1l' assortion suivante : 
sime€Z7- 10; + 2f , alors (im)! = o (mod m). 
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(1) 


(2) 
(5) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 


(8) 
(9) 
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